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Chapitre 1

Avant-propos

1.1 Introduction

Ce cours vous introduira les outils mattematiques recessaires aux traite-
ments d'image, incependamment d'une impementation du type abstrait image.
Dans une premere partie, nous e nirons les notations d'usage dans ce cours.
Ensuite, nous formaliserons la notion gererale dimage (incependamment du
nombre de couleurs...). Puis nous aborderons la notion de lItre, de masque et
nous nous attarderons sur les possibilies d'applications des ltres.

Certaines parties, telles que la formalisation peuvent &tre ignoeesa lgpremere
lecture, elles recessitent de connatre certaines notions mattematiques comme
les espaces vectoriels.

A n de conna’tre l'origine des ltres, certaines preuves ontet ealiees. Mai s
pour l'application pure et simple en traitement d'image, la compehension de
ces preuves n'est pas recessaire.

A noter que certaines preuves ont et totalement eali®es par moi-méme
(méme si une preuveequivalente existe), I'erreuretant humaine jusqua dernier
ordre, il se peut qu'une erreur se soit glisee par inadvertance. Veuillez m'en
informer si vous avez le temps.

1.2 Remerciements

Je tiensa remercier Pierre Schwartz et Miles pour les corrections qu'ils ont
su apporter.



Chapitre 2

Notations

Avant de commencer le cours, voici une petite liste de notations (assez clas-
siques) utilies dans ce cours.

2.1 Ensembles

Notation 1 (Ensemble de fonctions) On notera F (E; F) I'ensemble des fonc-
tions de I'ensembleE dans I'ensembleF.

Notation 2 (Ensemble d'applications lireaires) On notera L(E;F) l'en-
semble des applications lireaires deE dans F.

Notation 3 (Ensemble d'applications inegrables) On notera LY(E) I'en-
semble des applications inegrables sukE a valeur dans C (E etant un ouvert
ou un ferne).

Notation 4 (Ensemble de ®ries sommables) On notera I* I'ensemble des
®ries sommables surz?.

Notation 5 (Ensembles classiques) Les ensembleC, R, N et Z designent
respectivement l'ensemble des complexes, des eels, degiers naturels et des
entiers relatifs.

L'ensembleK designera C ou R.

Notation 6 (Ensemble d'entier) On note [[n; m]] I'ensemble des entiers com-
pris entre n et m. (Donc [[n;m]] =[n;m]\ Z)

Notation 7 (Ensemble cercle) Soit r > 0, (x;y) 2 R?. On notera G (X;y)
la partie de R? d& nie par :

8(a;b 2 R% (&b 2C(xy), (x a@?+(y b? r?

Notation 8 (Frontere) Soit F un ensemble ferme. On note@Fla frontere
deF.
On peuteventuellementetendre cette @ nitiona des ou verts.
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2.2 Convolution deux dimensions

Notation 9 (Convolution sur un espace continu) Soit (f;g) 2 L1(R?)?,
on notef g le produit de convolution entref et g c ni par :
ZZ

8(x;y) 2 R%(f  g)(x;y) = R2f(u;v) ogx uy v)dudv

Notation 10 (Convolution sur un espace discret) Soit (f;g) 2 1, on note
f g le produit de convolution entref et g c ni par :
Xt Xt
8(x;y) 2 Z%(f  g)(x;y) = f(ii) gx iy )
i=1 j=1
Notation 11 (Convolution sur un espace discret, cas simple) En gereral,

la premere fonction esta support borre, dans ce cas, on peut e nir le produit
de convolution comme suit :

Soitf 2 1*eth2F ([[O;n 1]] [[0;m 1]];R) avecn et m impair. On note
h f le produit de convolution entref et h & ni par :

(nyD=2  (my1)=2
8(x;y) 2 Z*h f)(xy) = h(i+
i= (n 1)=2j= (m 1)=2

n 1. m 1
T
2 2

) Fx+iy+])

On peutegalementecrire avec une notation sous forme de ste (qui est exac-
tementequivalente) :

(nxl)=2 (mxl)=2
8(x;y) 2 Z%(h U)xy = hi, Doljem 1 frriy+i
i= (n D=2j= (m 1)=2

Attention Dans ce cas, on ne ealise plus la convolution centee en0 pour

h, mais centee en °;%;m 1

2.3 Petit et grand o

Notation 12 (Petit 0) Soit (f;g) 2 F (K;K)2. f est regligeable devantg si
et seulement si il existe une application 2 F (K;K) tel que :

8x21; f(x)= (x)g(x)
limy 4 (x)=0

On note f = 0,(g) a simplement f = o(g) si il Ny a pas de matere a
confusion.

Notation 13 (Grand O) Soit (f;g) 2 F (K;K). f est domiree par g si et
seulement si il existec > 0 et xp 2 K tel que

8x > x o;Jf (X)j <c jg(x)j
On note f = O(Q).
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2.4 Fonctions

Notation 14 (Conjugwe) On designe par l'oerateur  le conjugte d'un nombre
complexe ¢ ni par :

8(a;b) 2 R%(a+ib) =a ib

Notation 15 (Gradient) Soit f 2 F( ;R) une application de classeC! ai
est un ouvert dansR?, on note : r (f) le gradient de f c& ni par :

8(x;y)2 r (f)(xy)= %f)gx;y);%zgx;y)

Notation 16 (Rotation) On dksignera par r , la rotation vectorielle d'angle
de R? dans R? ¢ nie par :

: 2.0 (wyy= X €os() 'y sin()

8(X,Y) 2R r (X,y) - X sin( )+ y COS()

Notation 17 (Translation) L'application 2 F (K?;K?) est une translation
si et seulement si il existe(l; k) 2 K2 tel que :

. 2. gy XTI
8(X1y)2K! (va)_ y+k

Notation 18 (Produit scalaire) On notera <;> le produit scalaire usuel entre
deux vecteurs deR" ¢ ni par :

X
8u2 R";8v2R";<u;v>= u(n) v(n)
i=1

Notation 19 (Ceriee partielle) Soit n un vecteur de norme 1 tourre d'un
angle . Soit f 2 F (R?;R?) une application C1. On notera % I'application de

R? dans R? ¢ nie par :

. L@f, L @f @f _ _
8(x;y) 2 RZ,&(X,V)—< r(f);n>= @XCOS(H @ysm( ) (xy)

! ! . . .
En notant n- , le vecteur orthogonala n, on notera : g_i I'application ¢ nit
par : '

@f @f @f

8(x;y) 2 R?; x;y)=<r (f ;r!1_>: —sin( )+ — cos X;
(xy) @f( y) (f)in2 @X() ay 0O xy)
Notation 20 (Omrateur Laplacien) Soit f une application C? d nit sur
un ouvert deR?a valeur dans R?, on note l'ogerateur laplacien c ni par :
a@f @f

8(x;y)2 ;( f)xy)= @(x;y)+ @—9(x;y)
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2.5 Norme
Notation 21 (Norme de vecteur) Soit v un vecteur deR".
On note :
{ v
X
kvk, = v(i)?
i=1
¢ X
kvk, = jv(i)j
i=1
{
kvk, = maxj=1 V(i)
Notation 22 (Norme de fonction) Dans le cas d'existence de ces expres-

sions, on ¢ nit les normes suivantes pour une applicationf & nie sur une
partie U de R? dans un espace vectoriel.
{ zz
kfk, = if (x;y)j dxdy
u

kf K, = supy)2uf (Xiy)

On peut noter que la norme in nie s'applique pour toute foncton borree
et que la norme 1 s'applique pour les fonctions inegrablesur leur espace de
cepart @ noter que si U est ferme, alors cette norme existe).

Notation 23 (Norme d'ensemble) Soit E un ferme de R?. On note KEk
l'aire de E d& nie par : 77

kKEk = dx dy
E

On peutetendre cette ce nitiona d'autres ensembles. Soit F une partie de
R?, si il existe un ferme E tel ueEN@E F E Alors kFk = kEk

2.6 Notation relative au cours
Voici la liste des notations utilies uniquement dans ce cours.

Notation 24 (Image)  On notera | I'ensemble contenant toutes les images si
il Ny a pas confusion entre espace discret et espace continsinon, onecrira :
{ Dans le cas continu :
lc = F(R%E)

Dans ce cas, on consicereraeventuellement les restrictons des fonctions
aux fonctions de classe quelconque. C'esta dire l; = CP(R?;E).
{ Dans le cas discret :
la = F(Z%E)

E est ici un espace vectoriel de dimension nie.



Chapitre 3

Formalisation

3.1 Image sur un espace continu

Nous introduisons une formalisation des images sur un espace continu dans
le but de & nir la discetisation et dans le but de pouvoir determiner des
approximations correctes dans un espace discret de certains operateurs (comme
le laplacien).

3.1.1 D& nition

Pour pouvoir étre le plus complet possible, il faudra introduire un R-espace
vectoriel E de dimension nie  qui correspondra aux couleurs. Par exemple,
une ce nition des couleurs en RGB! recessitera un espacea trois dimensions
tandis qu'une seule dimension sera recessaire pour une image grise (ou en niveau
de gris).

Ce nition 1 (Canal) Un sous-espace vectoriel de dimensioh de I'espace vec-
toriel E s'appelle un canal.

Actuellement, en informatique, les couleurs sont souvent codees sur 24 bits
(donc 256 possibies pour chaque canal), si I'on additionne une couleur blanche
(255; 255 255) avec une autre couleur blanche, cela devrait donner egalement
une couleur blanché. Mais pour ealiser certains types de calculs, borner les
esultats de ceux-ci n'est pas pratique (nous verrons plus tard pourquoi), c'est
pourquoi nous ealiserons les calculs dans un espace vectoriel. Ensuite, juste
avant I'a chage de l'imagea lecran, nous repasserons dans la bonne plage de
couleurs (un entier entre 0 et 255 pour chaque canal dans cet exemple).

& nition 2 (Image dans un espace continu) Soit (E; +;:) un espace vec-
toriel de dimension nie. Une imagea valeur dans E est une application deR?
dansE.

On note I I'ensemble des imagesa valeur dans un espace vectoriel

1Red, Green, Blue
2Ce qui montre que cet espace n'est pas un espace vectoriel
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3.1.2 Imagea espace de ckpart borre

On pourrait se demander pourquoi I'espace de cepart d'une image esR?
alors que dans la pratique, lI'espace est borre. En ealie, cela permet de ealser
certains calculs de maneres exactes (par exemple lors du calcul d'une convolu-
tion).

Pour se ramener dans un cas eel , il sut de consicerer que l'image est
a support borre.

Rappel 1 (Fonctiona support borree) Dans le cas de fonction dont I'es-
pace de cepart estR?, une fonction f 2 F (R?;E) ai E est un espace vectoriel
esta support borre si et seulement si

9m > 0;8(x;y) 2Cry (0;0);f (x;y) =0

(Qu O est leement neutre de la loi + de I'espace vectoriel E).

3.2 Image discete

Pour le traitement d'image en informatique, on utilise des images discetiges
(que l'on peut obtenira partir d'une image eelle de dierentes maneres).

3.2.1 D& nition

De la méme facon que pour une image dans un espace continu, on ¢ nit
une image dans un espace discret comme suit :

e nition 3 (Image discete) Soit E un espace vectoriel, une image discete
est une application deZ? dansE.

3.2.2 Cas borree

En egle gererale, les images que l'on traite sont de dimensions nies, mas
on peut se ramenera ce cas en consicerant les fonctions d&? dansE a support
borre.

3.3 Discetisation d'une image eelle

Pour pouvoir ¢ nir certaines ogerations sur les image discetes, il nous faut
e nir une manere de discetiser une image eelle. Pour cela, on & nit un pas
de discetisation h assez petit.

Ensuite, il sut de ealiser le lien entre I'image f eelle et I'image u discete
par :

8(11) 2 Z%u(ii) = uy = f(h ih )
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3.3.1 Exemple d'application

Soit f 2 I¢, une imageC*.
Comme pour touth> 0O on a:

B(xiy) 2 R: g pay) = oo LY 4 o
D'ai:
B(xiy) 2 R% S xy) h=u( +1iy) u(iiy)+ ofh)

En passant en entier, on obtient :
. 5 @f, . . . . .
&m)ZZ;@§hth)h=uo+Ln u(i;j ) + ofh)

On peut ensuite rentrer le eel h dans la cerivee et on obtient une approxi-
mation de la cerivee selon I'axe x def @ un facteur pes de cecalage).

Ainsi, nous pouvons ¢ nir une approximation de la cerivee v 2 4 selon l'axe
x d'une imageu 2 Iy par :

8(ij) 2 Z%v(i;j ) = u(i +1;)) u(ij)



Chapitre 4

Filtres

La plupart des operations que I'on peut ealiser sur une image utilisent la
notion de lItre. lls peuvent servira corriger une image,a cetecter des contours
ou encore a aneliorer la nettee. Nous allons e nir ce qu'ils sont et peciser
certaines proprees les concernant.

4.1 [e nition gererale

e nition 4 (Filtre) Un lItre est une application de | dans|.

4.2 Filtres lireaires

Pour de nombreuses transformations d'images, on utilise uniquement des
Itres lireaires. Nous allons donc surtout nous ineressera ce type de ltre.

4.2.1 [k nition

Un ltre lireaire n'est pas seulement une application lireaire, mais il dispo se
egalement d'une proprét d'invariance par translation.

En e et, si I'on dispose d'une image, on souhaiterait que le esultat par le

Itre soit le méme suivant que I'image soit disposea un endroit oua un autre.

Ce nition 5 (Filtre lireaire) T est un ltre lireaire si et seulement si T 2
L(I;1) 1 et si pour toute translation (de R? dans R? dans le cas continu, de
Z? dans Z? dans le cas discret) et pour toute imagéd 2 I,

8(xy); T )(xy)= T(E) (xy))
QAT (f )=(T f)

L'intervention d'une application lireaire provient du fait que l'on souhai te
disposer d'operateur que I'on puisse appliquer sur des parties d'image que I'on
regroupe ensuite.

Par exemple, si une imagei; est nulle pour x > 0 et si une imagei, est
nulle pour x < 0. Il serait a priori normal que : T(i; + i2) = T(i1) + T(io).

1T est un endomorphisme dans I'ensemble des images

11
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Avec des mots, appliquer le lItre sur les deux images puis regrouper les images
esultantes estequivalenta appliquer directement le lItre sur I'ensemble des
deux images.

4.2.2 Cas discret

On peut trouver une propree tes ineressante sur les ltres lireaires dans
le cas discret.

Tkeoeme 1 Pour tout ltre lireaire T, il existe une imageh 2 |4 tel que :
8(i;j) 2 Z%8u2 1g; T(u)(i;j) = (h u)(is)

e nition 6 (Masque) On appelleh un noyau de convolution, ou un masque
de convolution ou simplement masque. Il est parfois appetltre par abus de
langage.

Preuve
Chaque fonction (ou suite) u de Z? dans E peut etre cecompose dans une

base deF (Z?;E).

On note : *Y 2 I4 l'image ¢k nie par :

- 1 sii=xetj=
8(:j)22z% V()= | anon

A noter que les fonctions (x;y) sont assez similaires au symbole de Kro-
necker @ I'exception qu'elles sont e nies pour un espace de deux dimensions
alors que le symbole de Kronecker n'est e ni que pour un espace de dimension
1).

Ainsi, comme la famille ( ¥ );; est une base ddg, on a :

 CHE O y
u= u(i;j) ™
i=1 j=1
En appliquant le Itrea u et en utilisant la lirearie de T, on obtient :
Xt Xt 3
T(u) = u@ij) TCY)
i=1 j=1

CommeT esta valeur dans l4, T( " ) est deccomposable dans la base, d'ai :
) G O
g i%°9 lg;T( #)= i% O(i;j )y
En regroupant les termes, on trouve que :

X1 Xt
8(n;m) 2 Z%,9 ™™ T(u)(n;m) = (i) udis))
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Ensuite, en utilisant la propret de la translation, on obtient la propri ek :
8(lik) 2 2% "EMEKG 4 Lj + k)= "M (i)

En ¢k nissant limage h 2 |4 par :

8(i;j) 2 Z%h(i;j )= " (0;0)
On obtient :
Xt xi
8(n;m) 2 Z% T(u)(n;m) = "M(noikm o) u(n ikmo )

i=1 j=1
X1 JX1

= W0;0) un ikm j)
i=1 j=1
Xt xi

= h@i;j) u(n iim j)
i=1 j=1

= (h u)(n;m)

4.2.3 Cas continu

Le cas continu n'est pas aussi simple, en e et, on ne peut pas trouver une
base dans laquelle cecomposer le signal (méme si on peut montrer que cette
base existe). On peut juste formuler le treoeme suivant :

Theoeme 2 Pour toute imageh 2 I etf 2 g, le Itre T del. dansl; ¢ ni
par: T(f)= h f estun ltre lireaire.

Preuve

La lirearie de T est clairea cause de la lirearie de l'inegrale. La propree
de translation se montre comme suit :

zz
8(x;y) 2 R%:(h f)x+kiy+1)= h(u;v) f(x+k uy+I1 v)dudv
R2

Commek et | n'intervient que dans f , on peut poser la translation d nie
par : 8(x;y) 2 R?; (x;y)=(x+ k;y+ ).
D'ai :
YA
8(x;y) 2 R (h f)( (xy)) = . h(u;v) (F )(x uy v)dudv=(h (f ))(xy)

Ce qui estequivalenta : (T f) =T (f )
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4.2.4 Propreé du produit de convolution

Le produit de convolution (discret ou continu) a de hombreuses proprees
ineressantes :
{ il est bilireaire :

8(f;g;h) 2 1% 8(ar;@) 2 R%(ar f+a, g h=a(f h)+ axg h)
{ il est commutatif :

8(f;9) 21%(f g)=(g f)

{ il est associatif :
8(f;ig;h) 2 1%(f @) h="f (g h)

Cette propret est importante. Si I'on dispose d'une image f et de deux
masquesh; et h,. Alors calculer (hy hy) f estequivalenta calculer
h, (hy f). Donc si on connat cep les masquesh; et h, (ce qui est en
cereral vrai), on peut calculer une fois pour toute la convolution h; hy,
ce qui permet deviter de nombreux calculs.

{ i commute avec les translations

(h £) =h (f )

4.2.5 Astuce pour la programmation

Nous avons vu quef esta valeurs dans un espace vectorieE, qui dispose
donc d'une loi interne + et d'une loi externe . Mais ce n'est pas toujours le cas
lorsque I'on programme. Pour palliera ce probeme, on peut determiner toutes
les projections def dans une base d&e a n que ces fonctions soienta valeurs
dansR.

Soit (&)k2p1;n Une base de I'espace vectorigt. On cetermine la projection
de f dans chaque dimension. On & nit ainsi une sous-imagef ¢ a valeur dans
R & nie par :

8k 2 [[Ln];fx =<fey >

Et les projections hy par :
8k 2 [[1;n]];hx =< h;ey >

Ainsi, la convolution hy fy utilise des sommes et des produits danR, ce
qui est plus facilea utiliser.
On reconstruit ensuite la convolution def par un masqueh par la formule :

h f= (he fu) &

On peut noter qu'en gereral, hy est constant selonk car on applique le méme
masquea chaque canal de I'image.

Avec des mots, cela revienta appliquer la convolutiona chaque canal, puisa
regrouper ensuite tous les canaux.



Chapitre 5

Application de ltre (cas
discret)

Nous allons dans ce chapitre ¢ nir certains ltres servant tes fequemment
en traitement d'image.
Chaque ltre sera tese sur I'image suivante (gure 5.1).

Fig. 5.1 { Photographie de papillon ealise par mes soins

5.1 Application de Itre
5.1.1 Cereralies

Supposons dans un premier temps que les images ne soient pasa support
borre mais que les masques de convolution le soient.

Pour simpli er les notations, lI'image u 2 I4 seraa valeur dansR (mais cela
fonctionnerait de la méme manere dans un autre espace vectoriel).

15
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En eereral, onecrit le masque h sous forme de matrice, par exemple :

0 1
0 1 0

h=@ 1 4 1A
0 1 0

Attention, pour simpli er, h(x;y) correspondra au coe cient de h de la ligne
y et de la colonnex contrairementa la notation avec les matrices.
Si une partie de l'image discete skcrit :
0 1

L

Soient x et y les valeurs des paranetres deau correspondant au coe cient 5
(donc u(x,y) = 5).
Alors dans notre cas,

(h u)(xy)

SRR
ul
[ep)

h(0;0) u(x 21y 1)+ h(1;0) u(x;y 1)
+h(2;0) u(x+1;y 1)+ h(0;1) u(x 1Ly)
+h(1;1) u(xy)+ h(2;1) u(x+1y)
+h(0;2) u(x Ly+1)+ h(1;2) u(x;y+1)
+h(2;2) u(x+1;y+1)

2 4 6 7+4 5

=1

On peut ainsi ceterminer la valeur de la transformation en chaque point de
cette manere.

Si h est de taille impaire (en largeur| et en hauteur h), on peutecrire
I'application du masque comme cela :

| , N (D=2  (hyD)=2 11 h
8(ny) 27 (h u)(xvy) - h(|+ ?1] + 2
i= (I 1)=2j= (h 1)=2

1

) F(x+iy+])

5.1.2 Cas borre

Dansla vraie vie , on travaille sur des imagesa taille limiee. Ainsi, lorsque
I'on appliqgue le masque, on peut cherchera acedera des endroits qui ne sont
pas & nis. Par exemple, avec le méme masqué et I'image suivante :

2 3
u=@ 6 2 A

Pour calculer (h  u)(0;0), on cherchea aceder au point : u( 1; 1) qui
n'‘est pas & ni. Il y a plusieurs nmethodes pour parera ce probeme, nous allons
en voir deux.
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NB : Dans ces deux methodes, en convoluant une image de taille n par un
noyau de tailem m, on obtiendra une image de taille f+m 1) (n+m 1).

Premere nethode

La premere nethode la plus simple consistea renvoyer 0 lorsque I'on cherche
a acedera une zone hors borne, ou dans le cas gereral, au neutre O pour la loi
+ de l'espace vectorielE (en gereral le noir). Cela permet ainsi de se ramener
directement au cas gereral en consicerant des images de taille in nie maisa
support borre.

Le probeme majeur a cette nmethode etant que cela peut avoir un e et
incesirable sur les bords, les couleurs auront tendancesa s'assombrir, mais [pio
de petits masques (ici, taille 3*3), cela est regligeable.

Deuxéme nethode

La deuxeme nmethode consistea determiner un point ( X;y) se trouvant dans
les bornes de I'image de distance minimale par rapport au point que I'on soulite
ceterminer la couleur.

Si I'on veut aceder au point (x%y9 hors bornes. On cetermine les entiers
(x;¥) 2 [[0;1]]  [[0; h]] minimisant la distance k(x° x;y° y)k

On en ceduit une extension de limageu 2 g au point (x%y9 valant :
u(x%y9 = u(x;y)

Conclusion

On montre ainsi que méme pour une image borree, on peut se ramener au
cas non borree mais en eduisant les calculs dans les intervalles que I'on souhei
(en cereral les mémes que pour l'image d'origine).

Attention Il faut bien noter qu'apes application du ltre, il faut retomber
dans le domaine visible. Par exemple si I'on travaille en niveau de gris de Oa
255, si apes application du Itre, on trouve 267, il faudra redescendrea 255, et
si I'on trouve un nombre regatif, il faudra remontera 0.

5.2 [etection de contours

Une application ineressante du produit de convolution est de permettre la
cetection des contours d'une image. Cela corresponda chercher un lItre qui
permet de determiner les fortes variations de couleurs.

Pour cela, il y a de tes nhombreux moyens, plus ou moyen e caces selon la
qualie ou le type d'image sur lequel on travaille.

Si I'on travaillait en dimension 1, une manere de ceterminer les fortes
variations serait simplement de ceriver la fonction (en supposant qu'elle et
cerivable). Les images etant en deux dimensions, on ne peut pas ealiser di-
rectement ce type de cerivation. On peut utiliser des cerivees partielles, mais
malheureusement, elles cependent de l'orientation de l'image.
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Cela dit, on peut par cette manere, ceterminer "assez facilement” les varia-
tions selon un axe particulier.

5.2.1 Illlustration

Voici une illustration du principe enon@ peedemment en une dimension.
On peut par exemple disposer de contour de ce type ( gure 5.2):

Fig. 5.2 { Pic

L'application de la cerivee donne la gure 5.3 :

Fig. 5.3 { Derivee du pic

On peutegalement avoir un contour en "escalier" ( gure 5.4) dont la cerivee
donne la gure 5.5.

Fig. 5.4 { Escalier

On remarque ici que l'operation de cerivation rend bien compte de la forte
variation.

1Ces graphiques ontee obtenues avec le logiciel libre Sci lab
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Fig. 5.5 { Derivee de l'escalier

5.2.2 Detection suivant un axe

De la méme manere que I'exemple d'application du chapitre formalisation,
on peut disposer d'une approximation de la cerivee partielle selon un axe par-
ticulier.

{ u(x+1y) - u(x,y) selon l'axe x;

{ u(x,y+1) - u(x,y) selon l'axe y.

On peut ainsi ceterminer facilement la matrice de convolutiona appliquera
u pour ealiser cela.

Selon l'axeX, il faut appliquer :

hy= 0 1 1

Exemple d'application On obtient ce type d'image :

Fig. 5.6 { Detection de base selon x

Selon l'axey, il faut appliquer la matrice de convolution :
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o 1
hy=@ 1A

On obtient I'image 5.7 :

Fig. 5.7 { Detection de base selon y

On peut constater que la tige verte est quasiment invisible dans la cetection
selony.

Un dernier exemple d'application sur une matrice compoge uniquement de 0

etde 1:
0
u:%

Donne selon l'axe x (en transformant directement -1 en 0)

é 1

1

[cNoNoNoNeNe]
OkFrRrPFP OO
PR, RFPPFPO
P, FP, OO
PP, FPLOO

OOPFr OO0OOo

[cNeoNeoNoNeNe]

[cNeoNoNoNeoNe]

OOkrPFrPOO
OPFr OOFrOo
P OOOOOo
[cNoNoNoNeNe]
[cNoNeoNoNeNe]
[cNeoNeoNoNeNe]
[cNeoNeoNoNeNe]
[cNeoNeoNoNeoNe]
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Inconenient

Cette methode a deux inconwenients majeurs :
{ la detection se fait selon un seul axe;
{ méme selon un seul axe, il peut y avoir une cetection que sur un bord (par
exemple gauche sur I'exemple peedent);
{ la cetection est tes sensible au bruit et aux interérences.
Pour eduire les probemes les au bruit, nous allons pesenter les Itres de
Sobel et de Prewitt.

5.2.3 Ogerateurs de Sobel et de Prewitt

Ces orerateurs utilisent une autre approximation de I'ogerateur dierentiel @
Pour une imagef de classeC?! et pour tout h > 0, on a legalie :

8(x;y) 2 R%; %ﬁgx;y) SRLASERILY hr)] 9+ o)

Mais on peut obtenir une meilleure approximation :

%X;y _ %f(x+ h)hf(x M 4 oy

On peut ainsi en deduire la matrice de convolution suivante :

hy= 1=2 0 1=2

En appliquant directement cette matrice, la luminosie peut beaucoup dimi-
nuer (de deux fois par rapport aux matrices peedentes).

Pour permettre deliminer les bruits ou les parasites, ces oferateurs ealisert
une moyenne de ces operateurs sur le pixel du dessus et sur le pixel du dessous.

On ealise donc une succession de deux ltres :

{le Itre (1 ;1;1) (Prewitt) ou (1 ;2;1) (Sobel) selon l'autre axe pour lisser;

{le ltre ( 1;0;1) selon I'axe pour ckriver.

On calcule directement le produit de convolution entre les deux matrices (ici
selon l'axe y) :

0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 O
0 0O 0 10 0 1 x 10
@1x1A@oooA:E@oo 0 oog
0 0O 0 1 O 0 1 x 1 0

0 0 0 o0 O

Comme les coe cients autour de la matrice sontegalesa 0, on peut les enlever et
juste garder la matrice de convolution (ce quievite des calculs suppementaires)

0 1
1 X 1
@0 0 O0A
1 X 1

Ainsi, les deux ogerateurs de Sobel skcrivent :
{ Selon l'axe x :

0
hy = @

RN e
ocooo
RN e

> -
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{ Selon l'axe y : 0 1
1 2 1

hy=@ 0 0 0A
1 2 1

Cette matrice donne plus d'importancea la ligne centrale, tandis que I'ogerateur
de Prewitt, & ni comme suit, donne autant d'importance aux 3 lignes :

{ Selon l'axe x : 0 1
1 01
hy=@ 1 0 1A
1 01
{ Selon l'axe y : 0 1
1 1 1
hy=@ 0 0 0A
1 1 1
Exemple d'application : Filtre de Sobel selon x ( gure 5.8) :

Fig. 5.8 { Filtre de Sobel selon x

Filtre de Sobel selony (gure 5.9) :
On note une nette anelioration de la qualie par rapport aux ltres peedents

5.2.4 Amplitude et norme

Pour un peu corriger le probeme de la direction selon les axes, nous faisons
intervenir la norme du gradient. On rappelle que le gradient est ¢k ni pour une
fonction f de class€* & ni sur un ouvert de R2?a valeur dans R.

Biy)2 i ()= o) oY)
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Fig. 5.9 { Filtre de Sobel selon y

Suivant la norme que l'on prend kk,, k:k; ), on peut obtenir les transfor-
mations non lireaires gyivantes :

{ kr (F)cy)k,= &%+ O

@x @y

{ kr (D)sy)k, = S+ &
. — f. @f
{ kr (F)(xy)k, = max(gh &)

Exemple  Voici un exemple avec la norme 1 (gure 5.10) :

Fig. 5.10 { Norme des Itres de Sobel
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lllustration du gradient Si I'on dispose d'une image (en vue 3d) de ce type
(gure 5.11) :

Fig. 5.11 { Image 3d

Nous pouvons ealiser une courbe de niveau comme suit ( gure 5.12) :

Fig. 5.12 { Contour 3d

Le gradienta la position (x;y) est normal aux courbes de niveaux.

5.2.5 Ogerateur Laplacien

L'operateur laplacien peut servir dans la cetection des contours, notam-
ment grace a une propree ineressante qui le rend constant méme apes un
changement de base orthonornee.

Treoeme 3 Soit (!n;r!b) une base orthonorree deR?. Soit f une application
e nie de R? dansR? de classeC?. Alors :

8xy) 2 R ( ey = 2Ly + Ly
@n @n-,
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Preuve

Soit l'angle de rotation du vecteur n.

é@%(x;y) = %f)sxiy) cos( )+ gisx;)’) sin( )
D'as:
IV @
E(X'y)_ @2(x,y) cog( )+ @9(x,y) sin2( )

@ :
+2 @7)(@9@y) cos() sin( )

La cerivee selon r!1? peut simplement s'obtenir en utilisant le esultat d'avant
et en ajoutant =2a
On obtient ainsi :
af @f af af
2 (Yt ——=(Xy) @(x;y)+ @—9(x;y)
@n @n-
¢ )xy)

Utilisation

On dispose d'un ogerateur qui ne cepend pas de l'orientation de l'image,
nous allons maintenant voir en quoi il peut &tre utile.
La fonction ‘2" designe la cerivee selon I'axe du gradient n. De plus, plus le

gradient estele\e, plus on est susceptible de se trouver sur une forte variation de
couleur. On cherche donca ceterminer les extréemes de la fonction pe@dente,

cela se faisant en cherchant les passages par 0 &é

De manere classique, on utilise la nullie du laplacien et non de cette ex-
pression. Celaetait discutable.

Approximation du laplacien

On utilise en ereral une approximation des cerivees partielles secondes
suivantes :

B06Y); ST ()= H(E 0+ )+ 0 hy) 2 Teoy)+ ol

D'ai :
8(x;y); ( F)(xy)= %(f(x+ hy)+ f(x hy)+fxy+h+f(xy h) 4 f(xy))

Filtre laplacien

De la méme manere que I'exemple d'application, on peut ceterminera partir
de legalie peedente un masque approchant le laplacien :

1
0 1 O

h=@1 4 1A
0 1 0
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Illustration

Voici un exemple d'utilisation ( gure 5.13) :

Fig. 5.13 { Filtre laplacien

5.3 Flou et ebruitage

Lorsque l'on prend en photographie quelque chose, il peut y avoir plusieurs
prenomenes qui "bruitent” I'image, qui la rend de moins bonne qualie que ce
gue I'on peut voir. Il y a une dierence entre I'image mesuee et la grandeur
physique eelle.

Il peut y avoir plusieurs raisonsa cela, par exemple, une mauvaise stabilie de
I'appareil photo pouvant rendre I'image un peu ou. Une luminosie insu sante
ou encore des pousseres sur |'objectif.

Il existe plusieurs moctlisations mattematiques de la notion de bruit. On
utilise en gereral un bruit additif qui peut étre de plusieurs types :

{ bruit gaussien;

{ bruit laplacien;

{ bruit impulsionnel et d'autres.

5.3.1 Bruit, a nition utili®e pour les preuves

Nous n'allons pas c nir le bruit de manere classique (qui utilise souvent
des notions de probabilies), cette e nition nous permettra de faire quelques
preuves de manere plus simple.

Soit f 2 I, une image originale de class€°, on dit que g 2 | est bruiee
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par rapporta f siil exister> 0et > O tel que :
zz

8(u;v) 2 R?; )(Q(X:Y) f(x;y)) dxdy <

G (y;

5.3.2 Beve introduction au cbruitage

Soit f 2 I, l'image originale et g 2 | I'image bruiee par rapporta f toutes
deux de classeC®. Soit (u;v) 2 R? le point que I'on souhaite corriger.
Commef est continue, alors :

27
1
8(x;y) 2 R%f(Xy)= ———— f(x;y)dxdy + o so(1
(xy) (xy) KUK o (x;y)dxdy + o >0(1)
RR
(avec kG (u; v)k = dx dy)

- G (uv) ~" )
Ainsi, on peut avoir lI'approximation :

+0(r) < kC,(uv)k f(x;y)+ g(x;y)dxdy <+ o(r)
G (uv)
Soit :
zzZ

L gxy)dxdy f(xy) < or)

— - +
KG (UK ¢ ) kG (u;v)k
Donc, inegrer sur une petite boule a tendance a diminuer l'erreur mais
a egaliser un peu les pixels dans une méme boule. Lorsque I'on inkgre, on
donne autant d'importancea chaque pixel, mais on peut tes bien changer les
importances de chaque pixel (par exemple, le point central plus important...)

e nition 7 (Filtre ou) h est un masque de convolution de ou si et seule-
ment si il exister > 0O tel que :

1
. 2.
8(U,V) 2 R y m k(h g) f kl <

Tel que : 77

kG vk T o)

h(x;y) dxdy = kG (u; v)k
G (xy)

et tel qu'il soit invariant par rotation autour du point (0;0).
8 2R;h(r)=nh

5.3.3 Formule grerale

De manere gererale, on cherche un masqueh tel que :

Xt X!
h(i;j)=1
i=1 j=1
Etetant invariant par rotation :  h(i;j )= h(i; j)= h( i;j)=h( i; )

Et en egle gererale de centre plus important que le reste :
8(i;j ) 2 Z*h(0;0) > h (i:j )

L'image corrigee sera donc simplementh f.
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5.3.4 Filtre moyenneur

Le masque classique est ¢ ni par :

1
1=9 1=9 19
h=@1=9 1=9 1=9 A
1=9 19 19
Ce lItre est souvent utilie pour faire des lissages. On peutegalement en
¢ nir de taille n n et de valeur constante En?.

Exemple 1 On a appliqe le Itre sur le papillon ( gure 5.14).

Fig. 5.14 { Lissage du papillon

Exemple 2 Sion applique sur une image fortement bruiee ( gure 5.15), nous
obtenons la gure 5.16.

Comme la gure initiale est fortement bruiee, le esultat n'est donc pas
vraiment de bonne qualie.

Exemple 3  Nous avons appliqwe le ltre sur la gure bruiee 5.17, nous ob-
tenons en retour la gure 5.18 (on a appligte le ltre deux fois) :

5.3.5 Filtre moyenne poncee

Un autre masque parfois utili donnant plus d'importance au pixel central
est: 0

1
A

>
It
RN e
N AN
RN e
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Fig. 5.15 { Un bruit additif

Fig. 5.16 { Lissage du bruit

5.3.6 Flou gaussien

On utilise souvent comme ltre de ou la fonction gaussienne e nie par :

X2+ y2
2 2

g (xy)= exp

2 2
Vous pouvez obtenir plus d'information sur cette fonction page 37 section 7.1.
Ensuite, on peut ¢ nir pour tout une matrice de convolutionh 2 14

(centee en 0) de taille impaire 2k + 1.

8(x;y) 2 [[ kKIEh(xy)= g (xy)

NB Il faut noter que plus la taille de la matrice est importante, plus le
nombre de calcul sera important (il existe de nombreuses techniques plus com-
plexes permettant de diminuer consicerablement le nombre de calcul, nous ne
les pesenterons pas dans ce cours).
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Fig. 5.17 { Papillon bruie

Fig. 5.18 { Lissage du papillon bruie

En greral, la somme des coe cients de la matrice n'est pasegalea 1, ce qui
fait que l'image esultat sera sombre. En e et, vous pouvez constater que sia
somme des coe cients est inrieura 1, l'image aura tendance a étre sombre
(comme avec la cetection des contours), par contre, si elle est sugerieura 1,
l'image aura au contraire tendancea étre claire.

Il faut donc savoir gerer entre la taille du noyau? (ou la taille de la matrice)
et an d'obtenir un m qui ne change pas la luminosie. Cela pouvant se faire
simplement par dichotomie.

Exemple d'application Voici avec une matrice de taille 17 et adapte pour
la luminosie (gure 5.19) :

Ici, les calculs hors borne retournent la couleur noire, on peut constater que
les bords de l'image ont tendancea s'assombrira cause de cela.

Voici le papillon ou corrigge, gure 5.20

2Dans la literature de traitement d'image, on parle parfoi s de noyau pour parler de la
matrice de convolution
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Fig. 5.19 { Flou gaussien du papillon

Fig. 5.20 { Flou gaussien du papillon bruit

5.3.7 Applicationa d'autres ltres

Certains Itres comme nous l'avons vu dans la cetection des bords ne sont
pas e caces lorsqu'il y a du bruit. C'est pourquoi on ealise parfois un cebruit age
avant d'appliquer ce ltre.

Le laplacien

Au lieu d'utiliser I'ogerateur laplacien que nous avons vu, on en utilise parfois
gui est compose avec une operation de cebruitage.

1
h=@ 1 8 1A
1
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On voit parfoisegalement le masque suivant :

0
1 2 1
h=@ 2 4 2 A
1 2 1

Sobel et Prewitt

Les operateurs de cktections de contours de Sobel et de Prewitt utilisent
egalement un cebruitage comme nous avons pu le voir dans la partie pecdente.

5.4 Quelques lItres suppémentaires

Voici plusieurs ltres qui peuvent ealiser certains e ets.

5.4.1 Rotation

On suppose que l'on souhaite e ectuer une rotation d'une image d'un angle
et centee en 0.

Sif est une image continue, alors I'image tourreeg est :

8(x;y) 2 R%g(xy) = f(r (xy))
Soit : '
8(x;y) 2 R g(x;y) = f Xx C:ufl(( ))++ yy Ség(s())

Dans le cas discret, il faut & nir quel point de Z? est le plus proche du point

x cos()+y sin()
x sin( )+ vy cos()

On peut par exemple utiliser la fonction partie entere E. Dans ce cas, on
peut ¢k nir I'image tourree par :

: alx- v = E(x cos()+y sin())
8(xiy) 2 2% g(x;y) = f E( x sin()+y cos())

5.4.2 Anelioration des bords

Pour aneliorer un peu la nettee des images selon l'axex, on peut utiliser
ce masque :

1
0 00

h=@ 1 2 0A
0 00O

Selon l'axey, on peut utiliser le masque :

1
0 10

h=@0 2 O0A
0 0 O
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Fig. 5.21 { Anelioration des bords

Exemple Cela donne la gure 5.21

5.4.3 Gaufrage

Pour donner un e et de gaufrage, on peut utiliser un ltre lireaire.
{ On applique premerement le masque :

0 1
2 10
h=@ 1 0 1A
0o 1 2

{ Puis, pour une image ai chaque canal est coce sur un entier de 0a 255.
On ajoute ensuite 128a chaque canal.
En appliquant ce lItre sur le papillon, nous obtenons la gure 5.22 :

Fig. 5.22 { E et gaufrage
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5.4.4 E et peinture

On peut obtenir un e et style peinture en appliquant le lItre suivant :

0 1
2 10
h=@ 1 1 1A
0o 1 2

On peut voir un exemple d'applicationa la gure 5.23.

Fig. 5.23 { E et peinture

5.4.5 Filtre de MDIF

Le Itre de MDIF est une composition du Itre de Prewitt et d'un lissage.
Le masque est ¢ ni par :

0 1

0 1 0 1 010 1 0
010 10 1 120 2 1

h=@1 1 1A @1 0 1A:%130 3 1§
010 10 1 120 2 1

010 1 0

Vous pouvez voir une application de ce ltrea la gure 5.24.
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Fig. 5.24 { Filtre MDIF



Chapitre 6

Conclusion

J'espere que ce cours vous a permis d'en connatre un peu plus sur le traite-
ment d'image méme si certaines applications classiques n'ont paset traiges.

Mais le cours evoluera certainement au cours du temps et j'essayerai de
corriger et d'inegrer le plus dekments possibles.

36



Chapitre 7

Annexe

7.1 Fonctions gaussiennes

Les fonctions gaussiennes sont tes utiliees en mattematiques et en phy-
sique.

Dans ce cours, nous utilisons particulerement la fonction gaussienne & nie
en deux dimensions par :

x2 + y?
22

Vous pouvez voir une courbe de cette fonctiona la gure 7.1. On la ca-
racerise souvent par l'expression courbe en cloche .

8(x;y) 2 R% g (x;y) = exp

2 2

0.16
0.14
0.12

.m'o‘n\
' “A ‘ A\
= O

0.02
0.00

Fig. 7.1 { Fonction gaussienne

Le facteur correcteur 5 1 est utile pour que linegrale sur R? de g soit
egalea 1.
L'inegrale de Gaussetant & nie par :
Z 4 r_

8x 2 R; exp( ax?)dx= —
1 a

37
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On en deduit :
VA 1
g (x;y)dxdy

exp

exp( 5

X

X2 + y2
2 2
2

5) dx

2 2

dx dy
Zl
exp(

y2
22

) dy
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