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Chapitre 1

Avant-propos

1.1 Introduction

Ce cours vous introduira les outils math�ematiques n�ecessaires aux traite-
ments d'image, ind�ependamment d'une impl�ementation du type abstrait image.
Dans une premi�ere partie, nous d�e�nirons les notations d'usage dans ce cours.
Ensuite, nous formaliserons la notion g�en�erale d'image (ind�ependamment du
nombre de couleurs...). Puis nous aborderons la notion de �ltre, de masque et
nous nous attarderons sur les possibilit�es d'applications des �ltres.

Certaines parties, telles que la formalisation peuvent être ignor�ees �a lapremi�ere
lecture, elles n�ecessitent de connâ�tre certaines notions math�ematiques comme
les espaces vectoriels.

A�n de connâ�tre l'origine des �ltres, certaines preuves ont �et�e r�ealis�ees. Mai s
pour l'application pure et simple en traitement d'image, la compr�ehension de
ces preuves n'est pas n�ecessaire.

�A noter que certaines preuves ont �et�e totalement r�ealis�ees par moi-même
(même si une preuve �equivalente existe), l'erreur �etant humaine jusqu'�a dernier
ordre, il se peut qu'une erreur se soit gliss�ee par inadvertance. Veuillez m'en
informer si vous avez le temps.

1.2 Remerciements

Je tiens �a remercier Pierre Schwartz et Miles pour les corrections qu'ils ont
su apporter.
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Chapitre 2

Notations

Avant de commencer le cours, voici une petite liste de notations (assez clas-
siques) utilis�ees dans ce cours.

2.1 Ensembles

Notation 1 (Ensemble de fonctions) On notera F (E; F ) l'ensemble des fonc-
tions de l'ensembleE dans l'ensembleF .

Notation 2 (Ensemble d'applications lin�eaires) On notera L (E; F ) l'en-
semble des applications lin�eaires deE dans F .

Notation 3 (Ensemble d'applications int�egrables) On notera L 1(E ) l'en-
semble des applications int�egrables surE �a valeur dans C (E �etant un ouvert
ou un ferm�e).

Notation 4 (Ensemble de s�eries sommables) On notera l1 l'ensemble des
s�eries sommables surZ2.

Notation 5 (Ensembles classiques) Les ensemblesC, R, N et Z d�esignent
respectivement l'ensemble des complexes, des r�eels, des entiers naturels et des
entiers relatifs.

L'ensembleK d�esignera C ou R.

Notation 6 (Ensemble d'entier) On note [[n; m]] l'ensemble des entiers com-
pris entre n et m. (Donc [[n; m]] = [ n; m] \ Z)

Notation 7 (Ensemble cercle) Soit r > 0, (x; y) 2 R2. On notera Cr (x; y)
la partie de R2 d�e�nie par :

8(a; b) 2 R2; (a; b) 2 Cr (x; y) , (x � a)2 + ( y � b)2 � r 2

Notation 8 (Fronti�ere) Soit F un ensemble ferm�e. On note@Fla fronti�ere
de F .

On peut �eventuellement �etendre cette d�e�nition �a des ou verts.

4



2.2. Convolution deux dimensions 5

2.2 Convolution deux dimensions

Notation 9 (Convolution sur un espace continu) Soit (f; g ) 2 L 1(R2)2,
on note f � g le produit de convolution entre f et g d�e�ni par :

8(x; y) 2 R2; (f � g)(x; y) =
ZZ

R2
f (u; v) � g(x � u; y � v) du dv

Notation 10 (Convolution sur un espace discret) Soit (f; g ) 2 l1, on note
f � g le produit de convolution entre f et g d�e�ni par :

8(x; y) 2 Z2; (f � g)(x; y) =
+ 1X

i = �1

+ 1X

j = �1

f (i; j ) � g(x � i; y � j )

Notation 11 (Convolution sur un espace discret, cas simple) En g�en�eral,
la premi�ere fonction est �a support born�e, dans ce cas, on peut d�e�nir le produit
de convolution comme suit :

Soit f 2 l1 et h 2 F ([[0; n � 1]]� [[0; m � 1]]; R) avecn et m impair. On note
h � f le produit de convolution entre f et h d�e�ni par :

8(x; y) 2 Z2(h� f )(x; y) =
(n � 1)=2X

i = � (n � 1)=2

(m � 1)=2X

j = � (m � 1)=2

h(i+
n � 1

2
; j +

m � 1
2

)�f (x+ i; y + j )

On peut �egalement �ecrire avec une notation sous forme de suite (qui est exac-
tement �equivalente) :

8(x; y) 2 Z2(h � u)x;y =
(n � 1)=2X

i = � (n � 1)=2

(m � 1)=2X

j = � (m � 1)=2

hi + n � 1
2 ;j + m � 1

2
� f x + i;y + j

Attention Dans ce cas, on ne r�ealise plus la convolution centr�ee en0 pour
h, mais centr�ee en

�
n � 1

2 ; m � 1
2

�

2.3 Petit et grand o

Notation 12 (Petit o) Soit (f; g ) 2 F (K; K)2. f est n�egligeable devantg si
et seulement si il existe une application� 2 F (K; K) tel que :

8x 2 I; f (x) = � (x)g(x)

lim x ! a � (x) = 0

On note f = oa(g) o�u simplement f = o(g) si il n'y a pas de mati�ere �a
confusion.

Notation 13 (Grand O) Soit (f; g ) 2 F (K; K). f est domin�ee par g si et
seulement si il existec > 0 et x0 2 K tel que

8x > x 0; jf (x)j < c � jg(x)j

On note f = O(g).



2.4. Fonctions 6

2.4 Fonctions

Notation 14 (Conjugu�e) On d�esigne par l'op�erateur � le conjugu�e d'un nombre
complexe d�e�ni par :

8(a; b) 2 R2; (a + ib) � = a � ib

Notation 15 (Gradient) Soit f 2 F (
 ; R) une application de classeC1 o�u

 est un ouvert dansR2, on note : r (f ) le gradient de f d�e�ni par :

8(x; y) 2 
 ; r (f )(x; y) =
�

@f
@x

(x; y);
@f
@y

(x; y)
�

Notation 16 (Rotation) On d�esignera par r � , la rotation vectorielle d'angle
� de R2 dans R2 d�e�nie par :

8(x; y) 2 R2; r � (x; y) =
�

x � cos(� ) � y � sin(� )
x � sin(� ) + y � cos(� )

�

Notation 17 (Translation) L'application � 2 F (K2; K2) est une translation
si et seulement si il existe(l; k ) 2 K2 tel que :

8(x; y) 2 K2; � (x; y) =
�

x + l
y + k

�

Notation 18 (Produit scalaire) On notera <; > le produit scalaire usuel entre
deux vecteurs deRn d�e�ni par :

8u 2 Rn ; 8v 2 Rn ; < u; v > =
nX

i =1

u(n) � v(n)

Notation 19 (D�eriv�ee partielle) Soit
!
n un vecteur de norme 1 tourn�e d'un

angle � . Soit f 2 F (R2; R2) une application C1. On notera @f

@
!
n

l'application de

R2 dans R2 d�e�nie par :

8(x; y) 2 R2;
@f

@
!
n

(x; y) = < r (f );
!
n > =

�
@f
@x

cos(� ) +
@f
@y

sin(� )
�

(x; y)

En notant
!
n? , le vecteur orthogonal �a

!
n , on notera : @f

@
!

n ?
l'application d�e�nit

par :

8(x; y) 2 R2;
@f

@
!
n?

(x; y) = < r (f );
!
n? > =

�
�

@f
@x

sin(� ) +
@f
@y

cos(� )
�

(x; y)

Notation 20 (Op�erateur Laplacien) Soit f une application C2 d�e�nit sur
un ouvert 
 de R2 �a valeur dans R2, on note � l'op�erateur laplacien d�e�ni par :

8(x; y) 2 
 ; �( f )(x; y) =
@2f
@x2

(x; y) +
@2f
@y2

(x; y)
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2.5 Norme

Notation 21 (Norme de vecteur) Soit v un vecteur deRn .
On note :
{

kvk2 =

vu
u
t

nX

i =1

v(i )2

{

kvk1 =
nX

i =1

jv(i )j

{
kvk1 = max i =1 ;n v(i )

Notation 22 (Norme de fonction) Dans le cas d'existence de ces expres-
sions, on d�e�nit les normes suivantes pour une application f d�e�nie sur une
partie U de R2 dans un espace vectoriel.

{

kf k1 =
ZZ

U
jf (x; y)j dx dy

{
kf k1 = sup(x;y )2 U f (x; y)

On peut noter que la norme in�nie s'applique pour toute fonction born�ee
et que la norme 1 s'applique pour les fonctions int�egrablessur leur espace de
d�epart (�a noter que si U est ferm�e, alors cette norme existe).

Notation 23 (Norme d'ensemble) Soit E un ferm�e de R2. On note kEk
l'aire de E d�e�nie par :

kEk =
ZZ

E
dx dy

On peut �etendre cette d�e�nition �a d'autres ensembles. Soit F une partie de
R2, si il existe un ferm�e E tel queEn@E� F � E Alors kF k = kEk

2.6 Notation relative au cours

Voici la liste des notations utilis�ees uniquement dans ce cours.

Notation 24 (Image) On notera I l'ensemble contenant toutes les images si
il n'y a pas confusion entre espace discret et espace continu. Sinon, on �ecrira :

{ Dans le cas continu :
I c = F (R2; E )

Dans ce cas, on consid�erera �eventuellement les restrictions des fonctions
aux fonctions de classe quelconque. C'est �a dire :I c = Cp(R2; E ).

{ Dans le cas discret :
Id = F (Z2; E )

E est ici un espace vectoriel de dimension �nie.



Chapitre 3

Formalisation

3.1 Image sur un espace continu

Nous introduisons une formalisation des images sur un espace continu dans
le but de d�e�nir la discr�etisation et dans le but de pouvoir d�eterminer des
approximations correctes dans un espace discret de certains op�erateurs (comme
le laplacien).

3.1.1 D�e�nition

Pour pouvoir être le plus complet possible, il faudra introduire un R-espace
vectoriel E de dimension �nie qui correspondra aux couleurs. Par exemple,
une d�e�nition des couleurs en RGB1 n�ecessitera un espace �a trois dimensions
tandis qu'une seule dimension sera n�ecessaire pour une image grise (ou en niveau
de gris).

D�e�nition 1 (Canal) Un sous-espace vectoriel de dimension1 de l'espace vec-
toriel E s'appelle un canal.

Actuellement, en informatique, les couleurs sont souvent cod�ees sur 24 bits
(donc 256 possibit�es pour chaque canal), si l'on additionne une couleur blanche
(255; 255; 255) avec une autre couleur blanche, cela devrait donner �egalement
une couleur blanche2. Mais pour r�ealiser certains types de calculs, borner les
r�esultats de ceux-ci n'est pas pratique (nous verrons plus tard pourquoi), c'est
pourquoi nous r�ealiserons les calculs dans un espace vectoriel. Ensuite, juste
avant l'a�chage de l'image �a l'�ecran, nous repasserons dans la bonne plage de
couleurs (un entier entre 0 et 255 pour chaque canal dans cet exemple).

D�e�nition 2 (Image dans un espace continu) Soit (E; + ; :) un espace vec-
toriel de dimension �nie. Une image �a valeur dans E est une application deR2

dans E.
On note I c l'ensemble des images �a valeur dans un espace vectorielE .

1Red, Green, Blue
2Ce qui montre que cet espace n'est pas un espace vectoriel
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3.2. Image discr�ete 9

3.1.2 Image �a espace de d�epart born�e

On pourrait se demander pourquoi l'espace de d�epart d'une image estR2

alors que dans la pratique, l'espace est born�e. En r�ealit�e, cela permet de r�ealiser
certains calculs de mani�eres exactes (par exemple lors du calcul d'une convolu-
tion).

Pour se ramener dans un cas� r�eel � , il su�t de consid�erer que l'image est
�a support born�e.

Rappel 1 (Fonction �a support born�ee) Dans le cas de fonction dont l'es-
pace de d�epart estR2, une fonction f 2 F (R2; E ) o�u E est un espace vectoriel
est �a support born�e si et seulement si

9m > 0; 8(x; y) =2 Cm (0; 0); f (x; y) = 0

(O�u 0 est l'�el�ement neutre de la loi + de l'espace vectorie l E ).

3.2 Image discr�ete

Pour le traitement d'image en informatique, on utilise des images discr�etis�ees
(que l'on peut obtenir �a partir d'une image r�eelle de di��erentes mani�eres).

3.2.1 D�e�nition

De la même fa�con que pour une image dans un espace continu, on d�e�nit
une image dans un espace discret comme suit :

D�e�nition 3 (Image discr�ete) Soit E un espace vectoriel, une image discr�ete
est une application deZ2 dans E.

3.2.2 Cas born�ee

En r�egle g�en�erale, les images que l'on traite sont de dimensions �nies, mais
on peut se ramener �a ce cas en consid�erant les fonctions deZ2 dansE �a support
born�e.

3.3 Discr�etisation d'une image r�eelle

Pour pouvoir d�e�nir certaines op�erations sur les image discr�etes, il nous faut
d�e�nir une mani�ere de discr�etiser une image r�eelle. Pour cela, on d�e�nit un pas
de discr�etisation h assez petit.

Ensuite, il su�t de r�ealiser le lien entre l'image f r�eelle et l'image u discr�ete
par :

8(i; j ) 2 Z2; u(i; j ) = ui;j = f (h � i; h � j )
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3.3.1 Exemple d'application

Soit f 2 I c, une imageC1.
Comme pour tout h > 0 on a :

8(x; y) 2 R2;
@f
@x

(x; y) =
f (x + h; y) � f (x; y)

h
+ o(1)

D'o�u :

8(x; y) 2 R2;
@f
@x

(x; y) � h = u(
x
h

+ 1 ; y) � u(
x
h

; y) + o(h)

En passant en entier, on obtient :

8(i; j ) 2 Z2;
@f
@x

(h � i; h � j ) � h = u(i + 1 ; j ) � u(i; j ) + o(h)

On peut ensuite rentrer le r�eel h dans la d�eriv�ee et on obtient une approxi-
mation de la d�eriv�ee selon l'axe x de f (�a un facteur pr�es de d�ecalage).

Ainsi, nous pouvons d�e�nir une approximation de la d�eriv�ee v 2 Id selon l'axe
x d'une image u 2 Id par :

8(i; j ) 2 Z2; v(i; j ) = u(i + 1 ; j ) � u(i; j )



Chapitre 4

Filtres

La plupart des op�erations que l'on peut r�ealiser sur une image utilisent la
notion de �ltre. Ils peuvent servir �a corriger une image, �a d�etecter des contours
ou encore �a am�eliorer la nettet�e. Nous allons d�e�nir ce qu'ils sont et pr�eciser
certaines propri�et�es les concernant.

4.1 D�e�nition g�en�erale

D�e�nition 4 (Filtre) Un �ltre est une application de I dans I .

4.2 Filtres lin�eaires

Pour de nombreuses transformations d'images, on utilise uniquement des
�ltres lin�eaires. Nous allons donc surtout nous int�eresser �a ce type de �ltre.

4.2.1 D�e�nition

Un �ltre lin�eaire n'est pas seulement une application lin�eaire, mais il dispo se
�egalement d'une propri�et�e d'invariance par translation.

En e�et, si l'on dispose d'une image, on souhaiterait que le r�esultat par le
�ltre soit le même suivant que l'image soit dispos�ee �a un endroit ou �a un autre.

D�e�nition 5 (Filtre lin�eaire) T est un �ltre lin�eaire si et seulement si T 2
L (I ; I ) 1 et si pour toute translation � (de R2 dans R2 dans le cas continu, de
Z2 dans Z2 dans le cas discret) et pour toute imagef 2 I ,

8(x; y); T(f � � )(x; y) = T(f )( � (x; y))

O�u T � (f � � ) = ( T � f ) � �

L'intervention d'une application lin�eaire provient du fait que l'on souhai te
disposer d'op�erateur que l'on puisse appliquer sur des parties d'image que l'on
regroupe ensuite.

Par exemple, si une imagei 1 est nulle pour x > 0 et si une imagei 2 est
nulle pour x < 0. Il serait a priori normal que : T(i 1 + i 2) = T(i 1) + T(i 2).

1T est un endomorphisme dans l'ensemble des images

11



4.2. Filtres lin�eaires 12

Avec des mots, appliquer le �ltre sur les deux images puis regrouper les images
r�esultantes est �equivalent �a appliquer directement le �ltre sur l'ensemble des
deux images.

4.2.2 Cas discret

On peut trouver une propri�et�e tr�es int�eressante sur les �ltres lin�eaires dans
le cas discret.

Th�eor�eme 1 Pour tout �ltre lin�eaire T, il existe une imageh 2 Id tel que :

8(i; j ) 2 Z2; 8u 2 Id; T(u)( i; j ) = ( h � u)( i; j )

D�e�nition 6 (Masque) On appelleh un noyau de convolution, ou un masque
de convolution ou simplement masque. Il est parfois appel�e�ltre par abus de
langage.

Preuve

Chaque fonction (ou suite) u de Z2 dans E peut être d�ecompos�ee dans une
base deF (Z2; E ).

On note : � x;y 2 Id l'image d�e�nie par :

8(i; j ) 2 Z2; � x;y (i; j ) =
�

1 si i = x et j = y
0 sinon

�

�A noter que les fonctions� ( x; y) sont assez similaires au symbole� de Kro-
necker (�a l'exception qu'elles sont d�e�nies pour un espace de deux dimensions
alors que le symbole de Kronecker n'est d�e�ni que pour un espace de dimension
1).

Ainsi, comme la famille (� i;j ) i;j est une base deId, on a :

u =
+ 1X

i = �1

+ 1X

j = �1

u(i; j ) � � i;j

En appliquant le �ltre �a u et en utilisant la lin�earit�e de T, on obtient :

T(u) =
+ 1X

i = �1

+ 1X

j = �1

u(i; j ) � T(� i;j )

CommeT est �a valeur dans Id, T(� i;j ) est d�ecomposable dans la base, d'o�u :

9� i 0;j 0
2 Id; T(� i;j ) =

+ 1X

i = �1

+ 1X

j = �1

� i 0;j 0
(i; j ) � � i;j

En regroupant les termes, on trouve que :

8(n; m) 2 Z2; 9� n;m ; T(u)(n; m) =
+ 1X

i = �1

+ 1X

j = �1

� n;m (i; j ) � u(i; j )
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Ensuite, en utilisant la propri�et�e de la translation, on obtient la propri� et�e :

8(l; k ) 2 Z2; � n + l;m + k (i + l; j + k) = � n;m (i; j )

En d�e�nissant l'image h 2 Id par :

8(i; j ) 2 Z2; h(i; j ) = � i;j (0; 0)

On obtient :

8(n; m) 2 Z2; T(u)(n; m) =
+ 1X

i = �1

+ 1X

j = �1

� n;m (n � i; m � j ) � u(n � i; m � j )

=
+ 1X

i = �1

+ 1X

j = �1

� i;j (0; 0) � u(n � i; m � j )

=
+ 1X

i = �1

+ 1X

j = �1

h(i; j ) � u(n � i; m � j )

= ( h � u)(n; m)

4.2.3 Cas continu

Le cas continu n'est pas aussi simple, en e�et, on ne peut pas trouver une
base dans laquelle d�ecomposer le signal (même si on peut montrer que cette
base existe). On peut juste formuler le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2 Pour toute image h 2 I c et f 2 I c, le �ltre T de I c dans I c d�e�ni
par : T(f ) = h � f est un �ltre lin�eaire.

Preuve

La lin�earit�e de T est claire �a cause de la lin�earit�e de l'int�egrale. La propri�et�e
de translation se montre comme suit :

8(x; y) 2 R2; (h � f )(x + k; y + l) =
ZZ

R2
h(u; v) � f (x + k � u; y + l � v) du dv

Comme k et l n'intervient que dans f , on peut poser la translation � d�e�nie
par : 8(x; y) 2 R2; � (x; y) = ( x + k; y + l).

D'o�u :

8(x; y) 2 R2; (h� f )( � (x; y)) =
ZZ

R2
h(u; v)�(f � � )(x� u; y� v) du dv = ( h� (f � � ))( x; y)

Ce qui est �equivalent �a : ( T � f ) � � = T � (f � � )
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4.2.4 Propri�et�e du produit de convolution

Le produit de convolution (discret ou continu) a de nombreuses propri�et�es
int�eressantes :

{ il est bilin�eaire :

8(f; g; h ) 2 I3; 8(a1; a2) 2 R2; (a1 � f + a2 � g) � h = a1(f � h) + a2(g � h)

{ il est commutatif :

8(f; g ) 2 I2; (f � g) = ( g � f )

{ il est associatif :

8(f; g; h ) 2 I3; (f � g) � h = f � (g � h)

Cette propri�et�e est importante. Si l'on dispose d'une image f et de deux
masquesh1 et h2. Alors calculer (h1 � h2) � f est �equivalent �a calculer
h1 � (h2 � f ). Donc si on connâ�t d�ej�a les masquesh1 et h2 (ce qui est en
g�en�eral vrai), on peut calculer une fois pour toute la convolution h1 � h2,
ce qui permet d'�eviter de nombreux calculs.

{ il commute avec les translations

(h � f ) � � = h � (f � � )

4.2.5 Astuce pour la programmation

Nous avons vu quef est �a valeurs dans un espace vectorielE , qui dispose
donc d'une loi interne + et d'une loi externe �. Mais ce n'est pas toujours le cas
lorsque l'on programme. Pour pallier �a ce probl�eme, on peut d�eterminer toutes
les projections def dans une base deE a�n que ces fonctions soient �a valeurs
dans R.

Soit (ek )k2 [[1;n ]] une base de l'espace vectorielE . On d�etermine la projection
de f dans chaque dimension. On d�e�nit ainsi une sous-imagef k �a valeur dans
R d�e�nie par :

8k 2 [[1; n]]; f k = < f; e k >

Et les projections hk par :

8k 2 [[1; n]]; hk = < h; e k >

Ainsi, la convolution hk � f k utilise des sommes et des produits dansR, ce
qui est plus facile �a utiliser.

On reconstruit ensuite la convolution def par un masqueh par la formule :

h � f =
nX

k=1

(hk � f k ) � ek

On peut noter qu'en g�en�eral, hk est constant selonk car on applique le même
masque �a chaque canal de l'image.

Avec des mots, cela revient �a appliquer la convolution �a chaque canal, puis �a
regrouper ensuite tous les canaux.



Chapitre 5

Application de �ltre (cas
discret)

Nous allons dans ce chapitre d�e�nir certains �ltres servant tr�es fr�equemment
en traitement d'image.

Chaque �ltre sera test�e sur l'image suivante (�gure 5.1).

Fig. 5.1 { Photographie de papillon r�ealis�ee par mes soins

5.1 Application de �ltre

5.1.1 G�en�eralit�es

Supposons dans un premier temps que les images ne soient pas �a support
born�e mais que les masques de convolution le soient.

Pour simpli�er les notations, l'image u 2 Id sera �a valeur dansR (mais cela
fonctionnerait de la même mani�ere dans un autre espace vectoriel).

15
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En g�en�eral, on �ecrit le masque h sous forme de matrice, par exemple :

h =

0

@
0 � 1 0

� 1 4 � 1
0 � 1 0

1

A

Attention, pour simpli�er, h(x; y) correspondra au coe�cient de h de la ligne
y et de la colonnex contrairement �a la notation avec les matrices.

Si une partie de l'image discr�ete s'�ecrit :

u =

0

B
B
B
B
@

: : : : : : : : : : : : : : :
: : : 1 2 3 : : :
: : : 4 5 6 : : :
: : : 1 7 2 : : :
: : : : : : : : : : : : : : :

1

C
C
C
C
A

Soient x et y les valeurs des param�etres deu correspondant au coe�cient 5
(donc u(x,y) = 5).

Alors dans notre cas,

(h � u)(x; y) = h(0; 0) � u(x � 1; y � 1) + h(1; 0) � u(x; y � 1)

+ h(2; 0) � u(x + 1 ; y � 1) + h(0; 1) � u(x � 1; y)

+ h(1; 1) � u(x; y) + h(2; 1) � u(x + 1 ; y)

+ h(0; 2) � u(x � 1; y + 1) + h(1; 2) � u(x; y + 1)

+ h(2; 2) � u(x + 1 ; y + 1)

= � 2 � 4 � 6 � 7 + 4 � 5

= 1

On peut ainsi d�eterminer la valeur de la transformation en chaque point de
cette mani�ere.

Si h est de taille impaire (en largeur l et en hauteur h), on peut �ecrire
l'application du masque comme cela :

8(x; y) 2 Z2(h� u)(x; y) =
( l � 1)=2X

i = � ( l � 1)=2

(h � 1)=2X

j = � (h � 1)=2

h(i+
l � 1

2
; j +

h � 1
2

)�f (x+ i; y + j )

5.1.2 Cas born�e

Dans la � vraie vie � , on travaille sur des images �a taille limit�ee. Ainsi, lorsque
l'on applique le masque, on peut chercher �a acc�eder �a des endroits qui ne sont
pas d�e�nis. Par exemple, avec le même masqueh et l'image suivante :

u =

0

@
2 3 : : :
6 2 : : :

: : : : : : : : :

1

A

Pour calculer (h � u)(0; 0), on cherche �a acc�eder au point : u(� 1; � 1) qui
n'est pas d�e�ni. Il y a plusieurs m�ethodes pour parer �a ce probl�eme, nous allons
en voir deux.
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NB : Dans ces deux m�ethodes, en convoluant une image de taillen � n par un
noyau de taille m � m, on obtiendra une image de taille (n+ m� 1)� (n+ m� 1).

Premi�ere m�ethode

La premi�ere m�ethode la plus simple consiste �a renvoyer 0 lorsque l'on cherche
�a acc�eder �a une zone hors borne, ou dans le cas g�en�eral, au neutre 0 pour la loi
+ de l'espace vectorielE (en g�en�eral le noir). Cela permet ainsi de se ramener
directement au cas g�en�eral en consid�erant des images de taille in�nie mais �a
support born�e.

Le probl�eme majeur �a cette m�ethode �etant que cela peut avoir un e�et
ind�esirable sur les bords, les couleurs auront tendances �a s'assombrir, mais pour
de petits masques (ici, taille 3*3), cela est n�egligeable.

Deuxi�eme m�ethode

La deuxi�eme m�ethode consiste �a d�eterminer un point ( x; y) se trouvant dans
les bornes de l'image de distance minimale par rapport au point que l'on souhaite
d�eterminer la couleur.

Si l'on veut acc�eder au point (x0; y0) hors bornes. On d�etermine les entiers
(x; y) 2 [[0; l ]] � [[0; h]] minimisant la distance k(x0 � x; y0 � y)k

On en d�eduit une extension de l'image u 2 Id au point (x0; y0) valant :
u(x0; y0) = u(x; y)

Conclusion

On montre ainsi que même pour une image born�ee, on peut se ramener au
cas non born�ee mais en r�eduisant les calculs dans les intervalles que l'on souhaite
(en g�en�eral les mêmes que pour l'image d'origine).

Attention Il faut bien noter qu'apr�es application du �ltre, il faut retomber
dans le domaine visible. Par exemple si l'on travaille en niveau de gris de 0 �a
255, si apr�es application du �ltre, on trouve 267, il faudra redescendre �a 255, et
si l'on trouve un nombre n�egatif, il faudra remonter �a 0.

5.2 D�etection de contours

Une application int�eressante du produit de convolution est de permettre la
d�etection des contours d'une image. Cela correspond �a chercher un �ltre qui
permet de d�eterminer les fortes variations de couleurs.

Pour cela, il y a de tr�es nombreux moyens, plus ou moyen e�caces selon la
qualit�e ou le type d'image sur lequel on travaille.

Si l'on travaillait en dimension 1, une mani�ere de d�eterminer les fortes
variations serait simplement de d�eriver la fonction (en supposant qu'elle est
d�erivable). Les images �etant en deux dimensions, on ne peut pas r�ealiser di-
rectement ce type de d�erivation. On peut utiliser des d�eriv�ees partielles, mais
malheureusement, elles d�ependent de l'orientation de l'image.
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Cela dit, on peut par cette mani�ere, d�eterminer "assez facilement" les varia-
tions selon un axe particulier.

5.2.1 Illustration

Voici une illustration du principe �enonc�e pr�ec�edemment en une dimension.
On peut par exemple disposer de contour de ce type (�gure 5.2)1 :

0 10 20 30 40 50 60 70
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

Fig. 5.2 { Pic

L'application de la d�eriv�ee donne la �gure 5.3 :

0 10 20 30 40 50 60
-0.10

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

Fig. 5.3 { D�eriv�ee du pic

On peut �egalement avoir un contour en "escalier" (�gure 5.4) dont la d�eriv�ee
donne la �gure 5.5.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

Fig. 5.4 { Escalier

On remarque ici que l'op�eration de d�erivation rend bien compte de la forte
variation.

1Ces graphiques ont �et�e obtenues avec le logiciel libre Sci lab
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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Fig. 5.5 { D�eriv�ee de l'escalier

5.2.2 D�etection suivant un axe

De la même mani�ere que l'exemple d'application du chapitre formalisation,
on peut disposer d'une approximation de la d�eriv�ee partielle selon un axe par-
ticulier.

{ u(x+1,y) - u(x,y) selon l'axe x ;
{ u(x,y+1) - u(x,y) selon l'axe y.
On peut ainsi d�eterminer facilement la matrice de convolution �a appliquer �a

u pour r�ealiser cela.
Selon l'axex, il faut appliquer :

hx =
�

0 � 1 1
�

Exemple d'application On obtient ce type d'image :

Fig. 5.6 { D�etection de base selon x

Selon l'axey, il faut appliquer la matrice de convolution :
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hy =

0

@
0

� 1
1

1

A

On obtient l'image 5.7 :

Fig. 5.7 { D�etection de base selon y

On peut constater que la tige verte est quasiment invisible dans la d�etection
selony.

Un dernier exemple d'application sur une matrice compos�ee uniquement de 0
et de 1 :

u =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 0
0 1 1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
A

Donne selon l'axe x (en transformant directement -1 en 0)
0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
A
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Inconv�enient

Cette m�ethode a deux inconv�enients majeurs :
{ la d�etection se fait selon un seul axe ;
{ même selon un seul axe, il peut y avoir une d�etection que sur un bord (par

exemple gauche sur l'exemple pr�ec�edent) ;
{ la d�etection est tr�es sensible au bruit et aux interf�erences.
Pour r�eduire les probl�emes li�es au bruit, nous allons pr�esenter les �ltres de

Sobel et de Prewitt.

5.2.3 Op�erateurs de Sobel et de Prewitt

Ces op�erateurs utilisent une autre approximation de l'op�erateur di��erentiel @.
Pour une imagef de classeC1 et pour tout h > 0, on a l'�egalit�e :

8(x; y) 2 R2;
@f
@x

(x; y) =
f (x + h) � f (x)

h
+ o(1)

Mais on peut obtenir une meilleure approximation :

@f
@x

(x; y) =
1
2

f (x + h) � f (x � h)
h

+ o(h)

On peut ainsi en d�eduire la matrice de convolution suivante :

hx =
�

� 1=2 0 1=2
�

En appliquant directement cette matrice, la luminosit�e peut beaucoup dimi-
nuer (de deux fois par rapport aux matrices pr�ec�edentes).

Pour permettre d'�eliminer les bruits ou les parasites, ces op�erateurs r�ealisent
une moyenne de ces op�erateurs sur le pixel du dessus et sur le pixel du dessous.

On r�ealise donc une succession de deux �ltres :
{ le �ltre (1 ; 1; 1) (Prewitt) ou (1 ; 2; 1) (Sobel) selon l'autre axe pour lisser ;
{ le �ltre ( � 1; 0; 1) selon l'axe pour d�eriver.
On calcule directement le produit de convolution entre les deux matrices (ici

selon l'axe y) :

0

@
0 0 0
1 x 1
0 0 0

1

A �

0

@
0 � 1 0
0 0 0
0 1 0

1

A =

0

B
B
B
B
@

0 0 0 0 0
0 � 1 � x � 1 0
0 0 0 0 0
0 1 x 1 0
0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
A

Comme les coe�cients autour de la matrice sont �egales �a 0, on peut les enlever et
juste garder la matrice de convolution (ce qui �evite des calculs suppl�ementaires):

0

@
� 1 � x � 1
0 0 0
1 x 1

1

A

Ainsi, les deux op�erateurs de Sobel s'�ecrivent :
{ Selon l'axe x :

hx =

0

@
� 1 0 1
� 2 0 2
� 1 0 1

1

A
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{ Selon l'axe y :

hy =

0

@
� 1 � 2 � 1
0 0 0
1 2 1

1

A

Cette matrice donne plus d'importance �a la ligne centrale, tandis que l'op�erateur
de Prewitt, d�e�ni comme suit, donne autant d'importance aux 3 lignes :

{ Selon l'axe x :

hx =

0

@
� 1 0 1
� 1 0 1
� 1 0 1

1

A

{ Selon l'axe y :

hy =

0

@
� 1 � 1 � 1
0 0 0
1 1 1

1

A

Exemple d'application : Filtre de Sobel selon x (�gure 5.8) :

Fig. 5.8 { Filtre de Sobel selon x

Filtre de Sobel selon y (�gure 5.9) :
On note une nette am�elioration de la qualit�e par rapport aux �ltres pr�ec�edents .

5.2.4 Amplitude et norme

Pour un peu corriger le probl�eme de la direction selon les axes, nous faisons
intervenir la norme du gradient. On rappelle que le gradient est d�e�ni pour une
fonction f de classeC1 d�e�ni sur un ouvert 
 de R2 �a valeur dans R.

8(x; y) 2 
 ; r (f )(x; y) =
�

@f
@x

(x; y);
@f
@y

(x; y)
�
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Fig. 5.9 { Filtre de Sobel selon y

Suivant la norme que l'on prend (k:k2, k:k1 ), on peut obtenir les transfor-
mations non lin�eaires suivantes :

{ kr (f )(x; y)k2 =
q

@f
@x

2
+ @f

@y

2

{ kr (f )(x; y)k1 =
�
�
� @f

@x

�
�
� +

�
�
� @f

@y

�
�
�

{ kr (f )(x; y)k1 = max( @f
@x;

@f
@y)

Exemple Voici un exemple avec la norme 1 (�gure 5.10) :

Fig. 5.10 { Norme des �ltres de Sobel
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Illustration du gradient Si l'on dispose d'une image (en vue 3d) de ce type
(�gure 5.11) :
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Fig. 5.11 { Image 3d

Nous pouvons r�ealiser une courbe de niveau comme suit (�gure 5.12) :

 -6.14 -6.14

 -2.83 -2.83

 0.492

 0.492

 3.81 3.81

 7.13 7.13

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

Fig. 5.12 { Contour 3d

Le gradient �a la position ( x; y) est normal aux courbes de niveaux.

5.2.5 Op�erateur Laplacien

L'op�erateur laplacien � peut servir dans la d�etection des contours, notam-
ment grâce �a une propri�et�e int�eressante qui le rend constant même apr�es un
changement de base orthonorm�ee.

Th�eor�eme 3 Soit (
!
n ;

!
n? ) une base orthonorm�ee deR2. Soit f une application

d�e�nie de R2 dans R2 de classeC2. Alors :

8(x; y) 2 R2; �( f )(x; y) =
@2f

@
!
n

2 (x; y) +
@2f

@
!
n?

2 (x; y)
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Preuve

Soit � l'angle de rotation du vecteur
!
n .

@f

@
!
n

(x; y) =
@f
@x

(x; y) � cos(� ) +
@f
@y

(x; y) � sin(� )

D'o�u :

@2f

@
!
n

2 (x; y) =
@2f
@x2

(x; y) � cos2(� ) +
@2f
@y2

(x; y) � sin 2(� )

+2 �
@2f

@x@y
(x; y) � cos(� ) � sin(� )

La d�eriv�ee selon
!
n? peut simplement s'obtenir en utilisant le r�esultat d'avant

et en ajoutant �= 2 �a � .
On obtient ainsi :

@2f

@
!
n

2 (x; y) +
@2f

@
!
n?

2 (x; y) =
@2f
@x2

(x; y) +
@2f
@y2

(x; y)

= �( f )(x; y)

Utilisation

On dispose d'un op�erateur qui ne d�epend pas de l'orientation de l'image,
nous allons maintenant voir en quoi il peut être utile.

La fonction @f

@
!
n

d�esigne la d�eriv�ee selon l'axe du gradient n. De plus, plus le
gradient est �elev�e, plus on est susceptible de se trouver sur une forte variation de
couleur. On cherche donc �a d�eterminer les extrêmes de la fonction pr�ec�edente,
cela se faisant en cherchant les passages par 0 de@f2

@
!
n

2 .
De mani�ere classique, on utilise la nullit�e du laplacien et non de cette ex-

pression. Cela �etait discutable.

Approximation du laplacien

On utilise en g�en�eral une approximation des d�eriv�ees partielles secondes
suivantes :

8(x; y);
@2f
@x2

(x; y) =
1
h

(f (x + h; y) + f (x � h; y) � 2 � f (x; y)) + o(h)

D'o�u :

8(x; y); �( f )(x; y) =
1
h

(f (x + h; y) + f (x � h; y) + f (x; y + h) + f (x; y � h) � 4 � f (x; y))

Filtre laplacien

De la même mani�ere que l'exemple d'application, on peut d�eterminer �a partir
de l'�egalit�e pr�ec�edente un masque approchant le laplacien :

h =

0

@
0 1 0
1 � 4 1
0 1 0

1

A
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Illustration

Voici un exemple d'utilisation (�gure 5.13) :

Fig. 5.13 { Filtre laplacien

5.3 Flou et d�ebruitage

Lorsque l'on prend en photographie quelque chose, il peut y avoir plusieurs
ph�enom�enes qui "bruitent" l'image, qui la rend de moins bonne qualit�e que ce
que l'on peut voir. Il y a une di��erence entre l'image mesur�ee et la grandeur
physique r�eelle.

Il peut y avoir plusieurs raisons �a cela, par exemple, une mauvaise stabilit�e de
l'appareil photo pouvant rendre l'image un peu 
ou. Une luminosit�e insu�sante
ou encore des poussi�eres sur l'objectif.

Il existe plusieurs mod�elisations math�ematiques de la notion de bruit. On
utilise en g�en�eral un bruit additif qui peut être de plusieurs types :

{ bruit gaussien ;
{ bruit laplacien ;
{ bruit impulsionnel et d'autres.

5.3.1 Bruit, d�e�nition utilis�ee pour les preuves

Nous n'allons pas d�e�nir le bruit de mani�ere classique (qui utilise souvent
des notions de probabilit�es), cette d�e�nition nous permettra de faire quelques
preuves de mani�ere plus simple.

Soit f 2 I c une image originale de classeC0, on dit que g 2 I c est bruit�ee
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par rapport �a f si il existe r > 0 et � > 0 tel que :

8(u; v) 2 R2;

�
�
�
�
�

ZZ

Cr (u;v )
(g(x; y) � f (x; y)) dx dy

�
�
�
�
�

< �

5.3.2 Br�eve introduction au d�ebruitage

Soit f 2 I c l'image originale et g 2 I c l'image bruit�ee par rapport �a f toutes
deux de classeC0. Soit (u; v) 2 R2 le point que l'on souhaite corriger.

Comme f est continue, alors :

8(x; y) 2 R2; f (x; y) =
1

kCr (u; v)k

ZZ

Cr (u;v )
f (x; y) dx dy + or � > 0(1)

(avec kCr (u; v)k =
RR

Cr (u;v ) dx dy)
Ainsi, on peut avoir l'approximation :

� � + o(r ) < � kC r (u; v)k � f (x; y) +
ZZ

Cr (u;v )
g(x; y) dx dy < � + o(r )

Soit :
�
�
�
�
�

1
kCr (u; v)k

ZZ

Cr (u;v )
g(x; y) dx dy � f (x; y)

�
�
�
�
�

<
�

kCr (u; v)k
+ o(r )

Donc, int�egrer sur une petite boule a tendance �a diminuer l'erreur mais
�a �egaliser un peu les pixels dans une même boule. Lorsque l'on int�egre, on
donne autant d'importance �a chaque pixel, mais on peut tr�es bien changer les
importances de chaque pixel (par exemple, le point central plus important...)

D�e�nition 7 (Filtre 
ou) h est un masque de convolution de 
ou si et seule-
ment si il existe r > 0 tel que :

8(u; v) 2 R2;
1

kCr (u; v)k
k(h � g) � f k1 <

�
kCr (u; v)k

+ o(r )

Tel que : ZZ

Cr (x;y )
h(x; y) dx dy = kCr (u; v)k

et tel qu'il soit invariant par rotation autour du point (0; 0).

8� 2 R; h(r � ) = h

5.3.3 Formule g�en�erale

De mani�ere g�en�erale, on cherche un masqueh tel que :

+ 1X

i = �1

+ 1X

j = �1

h(i; j ) = 1

Et �etant invariant par rotation : h(i; j ) = h(i; � j ) = h(� i; j ) = h(� i; � j )
Et en r�egle g�en�erale de centre plus important que le reste :

8(i; j ) 2 Z2h(0; 0) > h (i; j )

L'image corrig�ee sera donc simplementh � f .
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5.3.4 Filtre moyenneur

Le masque classique est d�e�ni par :

h =

0

@
1=9 1=9 1=9
1=9 1=9 1=9
1=9 1=9 1=9

1

A

Ce �ltre est souvent utilis�e pour faire des lissages. On peut �egalement en
d�e�nir de taille n � n et de valeur constante 1=n2.

Exemple 1 On a appliqu�e le �ltre sur le papillon (�gure 5.14).

Fig. 5.14 { Lissage du papillon

Exemple 2 Si on applique sur une image fortement bruit�ee (�gure 5.15), nous
obtenons la �gure 5.16.

Comme la �gure initiale est fortement bruit�ee, le r�esultat n'est donc pas
vraiment de bonne qualit�e.

Exemple 3 Nous avons appliqu�e le �ltre sur la �gure bruit�ee 5.17, nous ob-
tenons en retour la �gure 5.18 (on a appliqu�e le �ltre deux fois) :

5.3.5 Filtre moyenne pond�er�ee

Un autre masque parfois utilis�e donnant plus d'importance au pixel central
est :

h =
1
16

0

@
1 2 1
2 4 2
1 2 1

1

A
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Fig. 5.15 { Un bruit additif

Fig. 5.16 { Lissage du bruit

5.3.6 Flou gaussien

On utilise souvent comme �ltre de 
ou la fonction gaussienne d�e�nie par :

g� (x; y) =
1

2�� 2 exp
�

�
x2 + y2

2� 2

�

Vous pouvez obtenir plus d'information sur cette fonction page 37 section 7.1.
Ensuite, on peut d�e�nir pour tout � une matrice de convolution h 2 Id

(centr�ee en 0) de taille impaire 2k + 1.

8(x; y) 2 [[� k; k]]; h(x; y) = g� (x; y)

NB Il faut noter que plus la taille de la matrice est importante, plus le
nombre de calcul sera important (il existe de nombreuses techniques plus com-
plexes permettant de diminuer consid�erablement le nombre de calcul, nous ne
les pr�esenterons pas dans ce cours).
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Fig. 5.17 { Papillon bruit�e

Fig. 5.18 { Lissage du papillon bruit�e

En g�en�eral, la somme des coe�cients de la matrice n'est pas �egale �a 1, ce qui
fait que l'image r�esultat sera sombre. En e�et, vous pouvez constater que si la
somme des coe�cients est inf�erieur �a 1, l'image aura tendance �a être sombre
(comme avec la d�etection des contours), par contre, si elle est sup�erieur �a 1,
l'image aura au contraire tendance �a être claire.

Il faut donc savoir g�erer entre la taille du noyau2 (ou la taille de la matrice)
et � a�n d'obtenir un m qui ne change pas la luminosit�e. Cela pouvant se faire
simplement par dichotomie.

Exemple d'application Voici avec une matrice de taille 17 et� adapt�ee pour
la luminosit�e (�gure 5.19) :

Ici, les calculs hors borne retournent la couleur noire, on peut constater que
les bords de l'image ont tendance �a s'assombrir �a cause de cela.

Voici le papillon 
ou corrig�e, �gure 5.20

2Dans la litt�erature de traitement d'image, on parle parfoi s de noyau pour parler de la
matrice de convolution
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Fig. 5.19 { Flou gaussien du papillon

Fig. 5.20 { Flou gaussien du papillon bruit�e

5.3.7 Application �a d'autres �ltres

Certains �ltres comme nous l'avons vu dans la d�etection des bords ne sont
pas e�caces lorsqu'il y a du bruit. C'est pourquoi on r�ealise parfois un d�ebruit age
avant d'appliquer ce �ltre.

Le laplacien

Au lieu d'utiliser l'op�erateur laplacien que nous avons vu, on en utilise parfois
qui est compos�e avec une op�eration de d�ebruitage.

h =

0

@
� 1 � 1 � 1
� 1 8 � 1
� 1 � 1 � 1

1

A
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On voit parfois �egalement le masque suivant :

h =

0

@
1 � 2 1

� 2 4 � 2
1 � 2 1

1

A

Sobel et Prewitt

Les op�erateurs de d�etections de contours de Sobel et de Prewitt utilisent
�egalement un d�ebruitage comme nous avons pu le voir dans la partie pr�ec�edente.

5.4 Quelques �ltres suppl�ementaires

Voici plusieurs �ltres qui peuvent r�ealiser certains e�ets.

5.4.1 Rotation

On suppose que l'on souhaite e�ectuer une rotation d'une image d'un angle
� et centr�ee en 0.

Si f est une image continue, alors l'image tourn�eeg est :

8(x; y) 2 R2; g(x; y) = f (r � � (x; y))

Soit :

8(x; y) 2 R2; g(x; y) = f
�

x � cos(� ) + y � sin(� )
� x � sin(� ) + y � cos(� )

�

Dans le cas discret, il faut d�e�nir quel point de Z2 est le plus proche du point
�

x � cos(� ) + y � sin(� )
� x � sin(� ) + y � cos(� )

�

On peut par exemple utiliser la fonction partie enti�ere E . Dans ce cas, on
peut d�e�nir l'image tourn�ee par :

8(x; y) 2 Z2; g(x; y) = f
�

E (x � cos(� ) + y � sin(� ))
E (� x � sin(� ) + y � cos(� ))

�

5.4.2 Am�elioration des bords

Pour am�eliorer un peu la nettet�e des images selon l'axex, on peut utiliser
ce masque :

h =

0

@
0 0 0

� 1 2 0
0 0 0

1

A

Selon l'axey, on peut utiliser le masque :

h =

0

@
0 � 1 0
0 2 0
0 0 0

1

A
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Fig. 5.21 { Am�elioration des bords

Exemple Cela donne la �gure 5.21

5.4.3 Gaufrage

Pour donner un e�et de gaufrage, on peut utiliser un �ltre lin�eaire.
{ On applique premi�erement le masque :

h =

0

@
� 2 � 1 0
� 1 0 1
0 1 2

1

A

{ Puis, pour une image o�u chaque canal est cod�e sur un entier de 0 �a 255.
On ajoute ensuite 128 �a chaque canal.

En appliquant ce �ltre sur le papillon, nous obtenons la �gure 5.22 :

Fig. 5.22 { E�et gaufrage
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5.4.4 E�et peinture

On peut obtenir un e�et style peinture en appliquant le �ltre suivant :

h =

0

@
� 2 � 1 0
� 1 1 1
0 1 2

1

A

On peut voir un exemple d'application �a la �gure 5.23.

Fig. 5.23 { E�et peinture

5.4.5 Filtre de MDIF

Le �ltre de MDIF est une composition du �ltre de Prewitt et d'un lissage.
Le masque est d�e�ni par :

h =

0

@
0 1 0
1 1 1
0 1 0

1

A �

0

@
1 0 � 1
1 0 � 1
1 0 � 1

1

A =

0

B
B
B
B
@

0 1 0 � 1 0
1 2 0 � 2 � 1
1 3 0 � 3 � 1
1 2 0 � 2 � 1
0 1 0 � 1 0

1

C
C
C
C
A

Vous pouvez voir une application de ce �ltre �a la �gure 5.24.
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Fig. 5.24 { Filtre MDIF



Chapitre 6

Conclusion

J'esp�ere que ce cours vous a permis d'en connâ�tre un peu plus sur le traite-
ment d'image même si certaines applications classiques n'ont pas �et�e trait�ees.

Mais le cours �evoluera certainement au cours du temps et j'essayerai de
corriger et d'int�egrer le plus d'�el�ements possibles.

36



Chapitre 7

Annexe

7.1 Fonctions gaussiennes

Les fonctions gaussiennes sont tr�es utilis�ees en math�ematiques et en phy-
sique.

Dans ce cours, nous utilisons particuli�erement la fonction gaussienne d�e�nie
en deux dimensions par :

8(x; y) 2 R2; g� (x; y) =
1

2�� 2 exp
�

�
x2 + y2

2� 2

�

Vous pouvez voir une courbe de cette fonction �a la �gure 7.1. On la ca-
ract�erise souvent par l'expression� courbe en cloche� .
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Fig. 7.1 { Fonction gaussienne

Le facteur correcteur 1
2�� 2 est utile pour que l'int�egrale sur R2 de g� soit

�egale �a 1.
L'int�egrale de Gauss �etant d�e�nie par :

8x 2 R;
Z 1

�1
exp(� ax2) dx =

r
�
a

37
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On en d�eduit :
Z 1

�1
g� (x; y) dx dy =

1
2�� 2

Z 1

�1
exp

�
�

x2 + y2

2� 2

�
dx dy

=
1

2�� 2

Z 1

�1
exp(�

x2

2� 2 ) dx �
Z 1

�1
exp(�

y2

2� 2 ) dy

=
1

2�� 2 �
p

� � 2� 2 �
p

� � 2� 2

= 1
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