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Chapitre 1

Avant-propos

1.1 Introduction

Un probkeme ineressant en traitement nunerique d'image est la restauration
d'images cegrackes. Il arrive souvent lors de l'acquisition d'une image(par pho-
tographie notamment) que l'image obtenue soit dierente de l'image espeee.
En e et, certains prenonenes peuvent apparatre. Notamment de bruit (par
exemple lors d'une mauvaise eception de donrees), de ou (dusa une mauvaise
mise au point), ou encore des pertes de qualie (duesa une mauvaise luminos).

Les degradations que subissent les images sont en gereral dans les caegories
gue I'on vient denoncer.

Notre probeme consistera donca ecuperer une image proche de l'image
originalea partir d'une image de mauvaise qualie. Dans ce cours, nous ne nous
focaliserons que sur le probeme du bruit.

Au cebut, les premeres nethodes de cebruitage consistaienta utiliser un Itre
passe-bas (suppression des hautes fequences) ce qui avait pour inconwenient
d'atenuer les contours de l'image. Pour parera ce probeme, des techniques
nouvelles plus performantes ont vu le jour, notamment des nmethodes utilisant
des di usions anisotropes (qui cependent de la direction) utilisant desequations
aux cerivees partielles.

Nous allons partir d'une simple equation. Puis nous baserons notre
treorie autour de celle-ci. Elle nous permettra d'en tirer plusieurs methodes
de restaurations que nous appliquerons.

1.2 Remerciements

Je tiensa remercier Miles pour les corrections qu'il a su apporter.



Chapitre 2

Theorie

Dans cette partie, nous allons mettre en place les outils recessairesa un
certain type de restauration parequations aux cerivees partielles.

Le type dequations aux cerivees partielles que nous allons voir aeg int roduit
en traitement nunerique d'image il y a une quinzaine d'anree, les premeres
etaient basees sur lesequations physiques de la di usion de la chaleur (methode
de Malik et Perona), puis d'autres, plus gererales, sont venues.

Je pesenterai une classe simple et performante de cesequations bases
sur une nethode variationnelle.

L'ensemble des notations est disponible en annexe section 5.1 page 20

2.1 Introduction

Dans I'ensemble du chapitre, nous utiliserons toujours certaines notations.

{ designera un ouvert de R?, tel que @ soit une courbe fermee de classe
C! par morceaux.

{ designera un eel strictement positif.

{ f,;b;f etf, cesigneront des applications de l'ouvert dans R de classeC?
borrees eta variations borrees dans , c'esta dire ( f;;b;f;f,) 2 BV () 4.
De plus, r (f) aura une limite sur @ qui vaudra 0. On pourra donc
eventuellement prolonger par continuie r (f) sur la frontere.

{ H designera une application deR dansR de classeC?.

Soit f, limage obsenee etf, l'image eelle non degrace. A n de chercher
limage eelle f; a partir de f,, nous allons cherchera minimiser I'expression

suivante :
Y4 27

(f)= (f(xy) folxy)?dxdy + H(kr (f)(xy)k®) dxdy (2.1)
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Que l'on peut noter :
zZ zz
(f fo)?+ H (ke (f)K%)
zz
= ki fok,+ H(kr (f)k?)

(f)

Il faut bien noter que la norme k:k n'est pas une norme de fonction mais la
norme euclidienne.

La solution qui minimise cette expression s'appelle en greral la solutio
egularise. La premere partie de I'expression est bien & nie car f et f, sont
borrees, la deuxeme partie est quanta elle bien & nie car H est continue et
f esta variation borree.

Interpetations Dans cette expression, le premier terme serta rapprocher la
solution de l'image obsenee et le deuxeme terme est un terme de egularisabn
qui est dierent selon la valeur donreea H. Lorsque l'image est bruikee, la valeur
kr (f )k aura tendancea avoir des pics au point ai il y a du bruit, ce terme sert
ainsia eduire ces pics. De plus, l'utilisation de ce terme permet de ealiser un
processus anisotrope (qui cepend de la direction et de la valeur du gradient),
ce qui est important pour permettre de garder les contours mais deliminer le
bruit.

Dans la literature classiqgue dans ce domaine, on ne fait en gereral pas
intervenir le care de la norme du gradient, mais simplement sa norme. Mais ceci
peut poser de tes gros probemes de division par 0 que beaucoup ne semblent
pas remarquer.

2.2 Simpli cation

2.2.1 Threoeme fondamental (  Equation d'Euler-Lagrange)

A n d'utiliser la propree peedente pour reconstituer l'image, nous allons
utiliser un theoeme tes important permettant d°  eliminer  l'inegrale double.

Tleoeme 1 Si 8(x;y) 2 @ ;%(x;y) = %;(x;y) = 0. Alors, f minimise
lequation 2.1 si et seulement sif \eri e lequation :

div. HYkr (F)KY) r (F) 2 (f fo)=0 2.2)

2.2.2 Preuve

A n d'aleger la partie theorie, la preuve du tteoeme est accessible en an-
nexe page 23 sous section 5.5.2.

2.3 Recriture

A n de programmer une methode de restauration, on eecrit souvent d'une
autre manere lequation 5.1.
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2.3.1 Theoeme

Theoeme 2 On suppose que (f) ne s'annule en aucun point (sauf sur la

frontere @f mais la fonction n'est a priori pas ¢ nie dans cet ensembk).
On peut donc posem = % et n, son vecteur orthogonal.
En posant8x 2 R; (x) = H(x?), on dispose du tlreoeme suivant :

%kr (f)k)
ik P
Qkr (f)k) g;Jr Oli':r(f(‘;)k") g;

div

2 div. Hqkr (f)k?) r (f)

On pose souvent :
R CAGUERS

Et
1 Ykr (f)k) _
2 kr (F)k ~— ™
Ce qui permet decrire :
a@f a@f
— — 2(f  fy)=0
2.3.2 Preuve

La preuve est accessible en annexe page 25 sous section 5.5.3.

2.4 Resolution de kquation
Nous allons proposer une nmethode permettant de esoudre lequation :
26 fo) div HYkr (F)K*) r (f) =0

La methode classique de esolution de cetteequation et de poser lequation
aux cerivees partielles suivantes pour une applicationu ¢ nie de R* dansR.

8(x;y)2 ;8t>0 ; %ltix;y;tﬁ( w= div HYkr (WK) r (u) 2 fo)
8(x;y) 2 ;ou(xy; 0) = fo(xy)

Le butetant de chercher unetat stationnairea cette equation.

2.5 Resolution dans un espace discret

2.5.1 Discetisation selon t

Nous n'allons pas esoudre directement cetteequation mais nous allons cher-
cher une approximation de la solution. Nous allons proposer une nethode ba-
sique d'approximation de solution dequation dierentielle qui consiste a discetiser
le domaine det par un pas  eta approximer 8i;u(x;t;i t)



2.5. Resolution dans un espace discret 7

On cetermine u(x;y; (i+1) ) en fonction deu(x;y;i ) en utilisant la
relation :

uy; (i+1) o= ulxysi )+ + (u)

On ne connat u que sur certains points selont, mais comme on le connat
sur tout , a priori, ( u) est bien d nie.

On peut faire une remarque importante sur cette relation. On peut reconna’tre
une suite ecurrente ce nie comme suit :
v est une suite deN dansBV ().
F est une fonction & nie de lI'espaceBV () dans ce m&me espace par :

892 BV() ;F(@=9g+ (09

Lequation de ecurrence est donc :

Vn+t =  F(vn)
Vo = fo

Ainsi, si v converge, alord= admet un point xe qui sera solution de lequation.
En e et, I'ensemble BV () est un espace topologique nornme complet car ses
ekments sont borres et donc le treoeme du point xe peut s'y appliquer.

On peut montrer que siH admet certaines propréees, alors v convergera.

2.5.2 Discetisation selon  (X;y)

En pratique, on ne conna'traf que sur certains points @ cause de la nunerisation
de I'image). C'est pourquoi il faut pouvoir ¢ nir une approximation de ( u).
Dans le cas air (f) ne s'annule pas. On peutecrire ( u) sous la forme :

()= cng‘;mn_,g; 2u 15)=0

Premere nethode

Nous cherchonsa approcher les fonction% et de %E“r.

i i i i @u @Qu Gu
Pour cela, la premere nethode consistea discetiser 0% oy oy o

@u
: ) ; ( x@
selon un pash et a appliquer la relation entre ces cerivees partielles.

@x@y

Notation 1  On discetise %‘j par

DA(WGY) = (Ul + hiy) u(x  hiy)
La pecision est en o(h?).

Notation 2  On discetise %; par

Dy (W(6Y) = - (ulky + b u(xy  h)



2.5. Resolution dans un espace discret 8

Notation 3  On discetise % par

Duc ()0 = o (x+ hiy) 2 Gay)+ f(x hiy)
Qui est eno(h?).

Notation 4 On discetise %; par

Dyy (0GY) = o(F GGy +h) 2 (6y)+ T(xy )

; @t .
Notation 5 Et nalement axayPar:

Dy (F)(Xy) = Flz(f (x+hy+h) f(x+hy) f0y+h)+f(xy))
Qui est eno(h) a bien par :
Dy (F)(Xxy) = rrl]z(f (x+hiy+h) f(x+hyy h) f(x hiy+h)+f(x hyy h))

Qui est eno(h?).

Ainsi, on peutecrire ( u):

(W)(Xy:t)= ca(Xy) Do (U)(XY;t) + Cn, (X;Y) Dn,n, (U)(XY:t)
Qu:

Dnn (u) = W Dx(U)2 Dyx (u) + 2Dy (u)Dy(u)Dyy (u) + Dy(U)ZDyy(U)
Dn,n, (U) = PR Dy(u)? Dxx(u) 2Dy (u)Dy(u)Dyy (u)+ Dy(u)?Dyy (u)
Et

q
kr (u)k= Dx(u)?2+ Dy(u)?

Une preuve de cette propree est disponible en annexe 22 section 5.5.1.

Deuxeme nethode

Cette nmethode aet utiliee dans le code source. Elle repose sur une ap-
proximation utilisee par Sapiro et Tannenbaum.

etermination de Dnn (u) Nous approchonsD, (u) par un pas h en utili-
sant la formule suivante :

Dnan(U)(X;y) = 4 u(x hyy hy+ > u(xy h)
+ 3 u(x+hy hy+ 1 u(x hyy)
40 u(xy)+ 1 u(x+hy)
+ 3 u(x hyy+h)+ 2 u(xy+h)
+ 4 u(x+ hyy+h)
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Avec au point (x;y) :

o = 1=
Dy(u) 2

1 =2 kry(u)k

_ Dy(u) *
27 2% ko (uk
, = L D« Dy

2 kr (ukkr (uk

_ 1, ,  Duw Dy

4 2 O kr (Wkkr (u)k

Il'y a en fait plusieurs possibilies de choix de g, j'ai choisi la valeur propose
par Sapiro et Tannenbaum, o =1=2.

Cetermination de Dn,n, (U) Nous approchons cette cerivee directionnelle
par la méme nethode que pe@demment.

Dn,n, (U(X;Y) = 4 u(x hyy h)+ ou(xy h)
+ 3 u(x+hy h)y+ ux hy)
4 o u(xy)+ 1u(x+ hyy)
+ 3 u(x hyy+h)+ Lu(xy+ h)
+ 4 u(x+ h;y+h)

Avec au point (X;y) :

0o - 1=2
_ Dy(u) ?
L= 20 (u)k
Dy(u) ?
2 °  kr (uk
_ 1 Dx(u Dy(w _,
3 2 kr (ukkr (u)k 0
_ 1 Dyx(u) Dy(u)
¢ = 5 b 20% (kK (WK

Nous avons choisi le méme ¢ que peedemment.

Ecriture de On connaita pesent Dy, etDp, n, , On peut doncecrire ( u)
sous la forme :

(WY )= c(xy) Dpn (WX Y;t) + Ch, (XY) Dn, s, (U(XY;t)
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2.6 Conclusion

On disposea pesent d'une manere de esoudre de manere plus ou moins
parfaite lequation initiale. Il faudra de nombreuses ierations dans le calcul de
u pour approcherua I'in ni selon t. Mais en egle gererale, u converge assez
rapidement. Il faudra rarement plus de 500 ierations.

Pour recapituler, on choisit une fonction , puis on pose :

(u(xy;t) = c(Xy) Do (U)(Xy;t)+ Cr, (XiY) Dnyn, (U)X Y;t)

Avec . 1

& =3 Qkr (f)K)
Et

_ 1 Ykr (F)K)
72 kr (F)k
On calcule de manere ierative :
Vner = Vot ( Vn)
Vo = fo

Qu fq est I'image originale.



Chapitre 3

Application

Dans cette partie, nous allons utiliser les treoemes cemontes dans la par-
tie treoriqgue pour permettre la restauration d'image bruiee. Chaque section
e nira une mrethode de restauration qui sera cecougee en partie theorie, partie
algorithmique et partie exemples d'applications et critiques de la methode.

3.1 Type abstrait image

A n de comprendre les algorithmes dans les sections suivantes. Nous allons
e nir un type abstrait de donrees ImageMonpqui correspondraa une image
mono couleur (avec un seul canal).

3.1.1 Ogerations sur le type

Nous listons I'ensemble des ogerations sur le type.

Constructeur

imageCreer(Entier largeur, Entier hauteur) -> ImageMono ceeraune
image d'une certaine largeur et d'une certaine hauteur.

Parfois, on utilisera la notation imagel = image2pour copier toute I'image
2 dans l'image 1.

Accesseurs

imageLire(Image i, Entier x, Entier y) -> Reel permettra de lire une
couleur de type eel au position (x;y). Cette operation est ce nie a priori
uniguement pour x entier entre 0 et largeur 1, et pour y entier entre 0 et
longueur 1.

Mais en pratique, onetend souvent cette fonction pour permettre de calculer
plus simplement les cerivees partielles.

imageEcrire(Image i, Entier x, Entier y, Reel couleur) permettra
decrire une couleur au position (X;y).

11
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imageLargeur(Image i) -> Entier  permettra de ceterminer la largeur d'une
image.

imageHauteur(Image i) -> Entier permettra de determiner la hauteur d'une
image.

Si lI'image est mono couleur, lors du chargement de l'image, les couleurs
seronta priori borrees (par exemple par 0 et 255). Mais pour les calculs, il vaut
mieux ne pas borner les esultats. C'est pourquoi on travaille sur un type eel.

3.1.2 Extension de l'accesseur imageLire

Pour permettre decrire plus facilement certains operateurs (par exemple
pour les dierentielles), onetendra l'accesseur imageLire .
Sim est la largeur de l'image etn sa longueur. On ¢k nit :

8(p; ) 2[[0;m 1]] [[0;n 1]];imageLire (image;p;q = imageLire (image; p* o)
Qu le couple (p% %) est unekment de [[0;m 1; ]J[[0;n 1]] et minimise la
distancek(p p%q k.

On peut aussi simplement letendrea 0, mais cela peut avoir de tes mauvais
e ets si il y a beaucoup detapes dans les algorithmes.

3.2 Operateurs dierentiel
On e nit les ogerateurs dierentiels suivant :

3.2.1 [eriee premere

Soit im une image.
On ¢k nit les cerivees premeres au point ( x;y) comme sulit :

Dx (im;x;y) = %(imageLire (im;x +1;y) imageLire (im;x 1;y))

Dy(im;x;y) = %(imageLire (im;x;y +1) imagelLire (im;x;y 1))

On ¢k nitegalement :

NormeGrad (im;x;y ) = P Dx (im; x;y )2 + Dy (im;x;y )?

3.2.2 Deriee seconde

On ¢k nit les cerivees secondes comme suit :

Dxx (im;x;y ) = imageLire (im;x +1;y) 2imageLire (im;x;y )+ imageLire (im;x 1;y)
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Dyy(im;x;y ) = imageLire (im;x;y +1) 2imageLire (im;x;y )+ imageLire (im;x;y 1)

Dxy (im;x;y) = % (imageLire (im;x +1;y+1) imagelLire (im;x +1;y 1)

imageLire (im;x 1,y +1)+ imageLire (im;x 1,y 1))

3.2.3 [eriwee directionnelle

Comme dans la partie theorie, il y a deux nethodes pour ceterminer les
cerivees directionnelles.
Premére nethode

Si NormeGrad(im, X, y) vaut 0. Alors ces cerivees sont non ¢ nies. Sinon,
en designant im;x;y par u :

DN (im; X, ) = o sy DX(U) DX (u) + 2 DX (U)Dy (WDxy (1) + Dy (U)Dyy (v
Dntnt (im;x;y) = Normeérad(u)z Dx(u)? Dxx(u) 2Dx(u)Dy(u)Dxy (u)+ Dy (u)?Dyy(u)

Deuxeme nethode

Vous pouvez voir directement la partie treorie page 8 concernant le calcul
de ces cerivees directionnelles. Il sura de remplacer h par 1.

3.3 Pesentation de l'image

Dans ce chapitre, nous allons tenter de restaurer l'image bruiee 3.1

3.4 Methode de Tikhonov

Nous allons pesenter une premere nmethode de restauration propose par
Tikhonov en 1977.

3.4.1 Tleorie

Tikhonov propose de prendre8x 2 R?, H(x) = x. Dans la literature clas-
sique, c'est : (x) = x? avec (x) = H(x?).
On a donc :8x 2 R;HYx) = 1.
Cette fonction est C*, on peut donc appliquer le treoeme fondamental.
Minimiser :
2z 2z
(f) = (f fo)2+ kr (f)k?
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Fig. 3.1 { Lenna bruite

Revienta esoudre :
div(r (f)) 2(f fo)=0

Soit :
(f) 2(f fo)=0

Pour cela, on peut directement utiliser la nethode de esolution sans les
cerivees directionnelles, c'esta dire sans faire I'hypottese quer (f) ne s'annule
pas.

3.4.2 Algorithme

L'algorithme prend en entee l'image bruite, le nombre d'ierationa e ec-
tuer, le paranetre et le taux de discetisation dt.

tikhonov(Image im, Reel pos dt, Reel pos alpha, Entier pos iteration)
-> Image
sortie = im
tempo = im
Pour n = 0 a iteration
|Pour y = 0a imageLongueur(im)-1
| Pour x = 0a imageLargeur(im)-1
| dxx = Dxx(sortie, X, V)
| dyy = Dyy(sortie, X, V)
| imageEcrire(tempo, X, y, dt * (alpha * (dxx + dyy))
| - 2(ImagelLire(sortie, X, y) - imageLire(im, X, y))
| + imagelLire(sortie, X, y))
|sortie = tempo
Retourner sortie

A noter que dans cet algorithme, on prendra en gereral dt assez petit et
alpha assez grand. Ainsi, le termdmagelLire (sortie; x;y) imageLire (im;Xx;y)
va souvent étre regligeable. C'est pourquoi on peutecrire l'algorithme sous la
forme suivante :
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tikhonov(Image im, Reel pos dt, Reel pos alpha, Entier pos iteration) -> Image
sortie = im
tempo = im

Pour n = 0 a iteration

|Pour y = 0a imageLongueur(im)-1

| Pour x = 0a imageLargeur(im)-1

| dxx = Dxx(sortie, X, V)

| dyy = Dyy(sortie, X, V)

| imageEcrire(tempo, X, y, dt * (alpha * (dxx + dyy)

| /* on retire le terme : - 2(ImagelLire(sortie, x, y) - imageLi re(iim, x, y)*
| + imagelLire(sortie, X, y))

|sortie = tempo

Retourner sortie

3.4.3 Application

Avec le premere algorithme, en utilisant :
{ n=100

{ epsilon = 0.01

{ alpha=5

On obtient la gure 3.2.

Fig. 3.2 { Correction par Tikhonov, ISNR = -0.97
On peut noter que cette nethode a tendancea rendre ou I'image. Les cetails
disparaissent.

Nous avons utili un indice pour quanti er la restauration, I''SNR. Son
calcul est cetaile en annexe page 21 section 5.3.

3.5 Methode de la variation totale

Nous allons voir une nethode de meilleure qualie que la peedente.

3.5.1 Tleorie
Cette nethode s'appuie sur une treorie physique. Norys consicerons que le
gradient de l'image ne s'annule pas. On choisit H(x) = * X, ce qui revient au

méme que de prendre (X) = X.
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On a ainsi les coe cients suivants :

Cn =0

Et
1

2kr (F)k

Le probeme est qu'en gereral, le gradient d'une image s'annule tes souvent
en certains points.

Mais, on peut remarquer que si le gradient s'annule, alors c'est que l'image
est localement constante dans toutes les directions. Cela signie qu'il n'y a
localement pas de bruit. Il n'y a donc pas besoin de retouchera l'image. Avec
cette a rmation, on peutetendre la treorie a toute image en ne consicerant
gue les points ayant un gradient sugerieura un donre.

Cnob, =

3.5.2 Algorithme

Nous pouvonsa pesent ¢ nir l'algorithme corrigeant I'image.

variation(Image im, Reel pos dt, Reel pos alpha, Entier po s iteration) -> Image
sortie = im
tempo = im

Pour n = 0a iteration

|Pour y = 0a imagelLongueur(im)-1

| Pour x = 0a imageLargeur(im)-1

| grad = NormeGrad(tempo, X, y)

| Si grad> epsilon alors

| cnt = 1/(2 * grad)

| dnt = Dntnt(sortie, X, V)

| imageEcrire(tempo, X, y, dt * (alpha * (dnt * cnt)
| - 2(ImagelLire(sortie, X, y) - imageLire(im, x, y))
| + imagelLire(sortie, X, Y))

|sortie = tempo

Retourner sortie

3.5.3 Application

En utilisant :

{ n=400

{ dt = 0.001

{ alpha = 250

{ epsilon = 0.1

On obtient la gure 3.3.

On peut remarquer que le esultat est bien meilleur qu'avec la methode de
Tikhonov. Malheureusement, il recessite un grand nombre d'ierations, ce qui
peut-étre parfois lent.

3.6 Methode des hypersurfaces

La nmethode des hypersurfaces donne des esultats de tes bonne qualie.
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Fig. 3.3 { Correction par variation totale, ISNR = 2.02

3.6.1 Tleorie
Nous choisissons une fonctiomd de nie par :
H(x) = P 1+x
C'esta dire une fonction ¢ nie par :
u):pIT§5
On a ainsi les coe cients & nies par :
1

Cnn = 3=
2
2 1+kr (f)k

Et
1
Cﬂ7b? = ﬂ:

2 1+kr (f)K?

De la m&me manere que peedemment, on peut en ceduire une extension
de la treoriea des images ayant un gradient qui s'annule en ealisant un tes
sur kr (f)k.

3.6.2 Algorithme

On en ceduit l'algorithme suivant :

hypersurfaces(Image im, Reel pos dt, Reel pos alpha, Enti er pos iteration) -> Image
sortie = im
tempo = im

Pour n = 0 a iteration

|Pour y = 0a imageLongueur(im)-1

| Pour x = 0a imagelLargeur(im)-1

| grad = NormeGrad(im, X, Y)

| Si grad> epsilon alors

| cnn = 1/(2 * sqrt(1+grad"2))

| cnt = 1/(2 * (1+grad™2 * sqrt(1+grad”2)))
| dnt = Dntnt(sortie, X, y)
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| dnn = Dnn(sortie, X, y)

| imageEcrire(tempo, X, y, dt * (alpha * (dnt * cnt + cnn * dnn))
| - 2(ImagelLire(sortie, x, y) - imageLire(im, X, V))

| + imageLire(sortie, X, Y)

|sortie = tempo

Retourner sortie

3.6.3 Application

En utilisant les valeurs suivantes :
{ n=200

{ dt = 0.001

{ alpha = 250

{ epsilon = 0.1

On obtient la gure 3.4.

Fig. 3.4 { Correction par la nethode des hypersurfaces, ISNR = 2.005

Cette nethode donne des esultats surprenants et de bonne qualie. L'image
semble meilleure qu'avec la nethode de la variation totale. Cependant, sur ce
jeu de test, lindice ISNR montre que la nethode de la variation totale est
egerement plus performante (2.02 au lieu de 2.005).



Chapitre 4

Conclusion

Nous avons pesent une rie d'ogeration permettant le cebruitage d'im ages.
La dernere nethode propose, celle des hypersurfaces, semble étre celle qui
donne les meilleurs esultats.

Il faut noter que I'on peutetendre la treoriea de nombreuses autres fonctions
H que je n'ai pas cetailees dans ce cours.

J'espere ainsi que vous avez pu voir en quoi les equations dierentielles
peuvent &tre utiles en traitement nurrerique de l'image.

19



Chapitre 5

Annexe

5.1 Notations

Voici une petite liste de notations (assez classiques) utilises dans ce cours.

5.2 Ensembles

Notation 6 (Ensemble de fonctions) On notera F (E; F) I'ensemble des fonc-
tions de I'ensembleE dans I'ensemblefF .

Notation 7 (Ensembles classiques) Les ensembleC, R, N et Z designent
respectivement l'ensemble des complexes, des eels, degiers naturels et des
entiers relatifs.

L'ensembleK dcesignera C au R.

Notation 8 (Ensemblea variation borree) Soit  un ouvert de R?> On
cesignera par BV () , I'ensemble des applicationsC" (n > 0)a variation
borree. L'ensembleBV () designera simplementBV () ;.

Notation 9 (Ensemble d'entier) On note [[n; m]] 'ensemble des entiers com-
pris entre n et m. (Donc [[n;m]] =[n;m]\ Z)

Notation 10 (Frontere) Soit F un ensemble ferme. On note@ Fla frontere
deF.

On peuteventuellementetendre cette & nitiona des ou verts borres.

5.2.1 Fonctions

Notation 11 (Gradient) Soitf 2 F ( ;R) une application de classeC? et a
est un ouvert deR?, on note : r (f) le gradient de f c& ni par :

8(x;y)2 r (f)(xy)= %fygx;y);%;gx;y)

Notation 12 (Divergence) Soit f 2 F( ;R?) une application de classeC*
et a  est un ouvert deR?. f peut secrire f = (fx;fy) 2w fy 2F( ;R) et
fy 2F ( ;R). On note : div () I'ogerateur divergence & ni par :

20
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. @f @f
8(x;y) 2 ;div(f)(xy)= —(Xy)+ —==(x;
(xy) () (xy) @X( y) @y( y)
Notation 13 (Produit scalaire) On notera <;> le produit scalaire usuel entre
deux vecteurs deR" ¢ ni par :
X0
Su2R":8v2R";<uv>= Un Vi
i=1
Notation 14 (Ceriee partielle) Soit u un vecteur de R? non nul. Soit f
une application de classeC'! de R? dansR.
On note : %J l'application & nie par
%L: <r (f);u>
Notation 15 (Ogerateur Laplacien) Soit f une application C? & nit sur
un ouvert de R?a valeurs dans R?, on note  l'operateur laplacien c ni
par :
af a@f
8(x;¥v)2 ;( F)xy)= = (Xy)+ == (X;
(xy) ( £)(xy) @2( y) @%( y)
5.2.2 Norme
Notation 16 (Norme de vecteur) Soit v un vecteur deR".
On note : v
ﬁ X
kvk = v2
i=1
Notation 17 (Norme de fonction) Dans le cas d'existence de cette expres-

sion, on ¢k nit la norme suivante pour une application f ¢ nie sur une partie
U de R?a valeurs dans R.
{ zz
kf k, = if (x;y)j* dxdy
U

5.3 ISNR

A n de quanti er la qualie de la restauration pour une image bruiee, on
utilise parfois une mesure.
Soit f limage originale, g l'image modiee et f° limage restoee. Alors
I'SNR?* est & nie par :
P.1 P4y . o
N o (F G i;j))?
ISNR (f;f % g) =10log,, P +'_11 Pl r ( ,J) g(,J,))z
=1 g=q1 (F@)) FAW)))
Si I'image corrigee est proche de l'image originale, alors le denominatur va
etre proche de 0, et donc I''SNR sera proche de I'in ni (il faut noter qu'avec le
logarithme en base 10, cette fonction augmente lentement).

Limprovement Signal to Noise Ratio
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Si I'image corrigee est exactement identiquea l'image bruitee, alors la frac-
tion seraegalea 1, donc I'lSNR seraegalea 0.

Enn, si l'image restoee est vraiment dierente de l'image originale, | e
cenominateur sera assez important, I''SNR tendra vers moins l'in ni.

On peut esumer :
{ Si I''SNR est regatif, la restauration est mauvaise ;
{ SiI'ISNR est nulle, alors il n'y a pas eu de restauration (on reste proche
de l'image bruite);
{ Si I''SNR est positif, alors la restauration est de bonne qualie. A noter
gue I'ISNRevolue lentementa cause du logarithme.

5.4 Theoeme

Treoeme 3 (Green-Riemann) Soient :
{ D une partie de R? limiee par une courbe paranetee fernee (C) de classe
C?! par morceaux parcourue dans le sens direct.
{ un ouvert deR? tel queD
{ (P;Q)2F ( ;D) de classeC!.
Alors :
Z ZZ

| e S @9 - @P
o PO Qayiay= Sy ghy) axdy
5.5 Preuve

5.5.1 Calcul de Dpn(u) et Dp,n, (U)

On montre que :

1

Dnn (U)(X;y) = W

Dx(u)? Dy« (U) + 2Dy (u)Dy (U)Dyy (U) + Dy (u)*Dyy ()
Rappelons cep que : Dy(u) =< r (u);v> a Vv est un vecteur deR?.
Commen =r (u)=kr (u)k et Dn(u) = kr (u)k

On en ceduit que (a n de simpli er les notations, nous avons omis de noter

(x;y)) :

D (@) = <1 (K (W) >
Or:
ro(kr (k) = r Dx(u)?2+ Dy(u)?
= Tl(u)k 2D« (U)Dy (u) + Dx(Dy(u)?); 2Dyy (u)Dy(u) + Dy(Dx(u)?)
1

= 2k (wk 2D (u)? +2Dyy (u)Dy (u); Dy (u)? + 2Dy (U)Dy (U)
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Ici, nous avons directement appligwe la propree ( P (u)°= EHO—U
En e ectuant le produit scalaire avecr (u) =kr (u)k = (Dyx(u); Dy (u)) =kr (u)k.

On en ckduit directement I'expression :

1
kr (u)k?

Le calcul deDy,, n, (u) peut se faire de la méme manere, ou bien se faire en
utilisant la propree :

Don (U)(X;Y) = Dx(u)? Dy« (U) +2Dx(u)Dy (u)Dyy (u) + Dy (u)*Dyy ()

(f)=Dm((f)+ Dn,ns, (f)
(le laplacien d'une fonction est incependant de la base dans lequel on I'exprime).

5.5.2 Preuve du treoeme fondamental

On rappelle le treoeme :
Sig(xy)2 @; Si(xy)= Slx;y) =0. Alors, f minimise lequation 2.1 si
et seulement sif \eri e lequation :
div. HYkr (F)K?) r (f) 2 (f fo)=0 (5.1)

Si f minimise lequation 2.1, alors pour tout g 2 BV () », les applications
gdeRdansR ceniespar 4( )= ( f+ g)\erient:

j0=0

Ainsi, comme toutes les fonctionsf, f, et g sont dans BV (), on peut
permuter l'inegrale et la cerivee etecrire :

27 27
o) = g (F+g fo)?+ g Hike (F + g)k)
_ P at+ g t2, 2P @Hk (1 + g))
- @ @
Posons : Y4
()= (F+g fo)
Et 27
2)= Hkr (f+ g)kd)

On a donc dans ce cas :

Calcul de la cbrivee de 1

Nous allons ceterminer la valeur de la derivee de 1 en 0.

ZZ @t + g foy?
@

29(f+ g fo)

8 2R; )

27
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D'as: 27

1(0) = 29(f  fo)

Calcul de la @riee de 2

Le calcul et la simpli cation de la cerivce de , est plus complexe que
pour ;. Nous allons en e et utiliser certains treoemes complexes, tel que le
treoeme de Green-Riemann.

7 2
8 2R %) e L 920,
ZZ 2
= QRO v 1+ 0)d)
@
Or, )
,_ @f, @g°’, @f @g
ke (fr k= 5" ax @y @y
D'au :
@kr (f + g)kz( y- @9 @f, @9, @y @f, Qg
@ @x @x @x @y @y @y
Ainsi, en 0, on trouve :

50) = <r(@;r (f)> HYKr (f)K)

Nous allons ealiser une inegration par partie en utilisant les deuxegalies
suivantes :

@ @ O 2y - @9 q 2 @ HO 2, ,@f @
@x HY(kr (f)k%) = @x@> HY(kr (f)k )+g H "(kr (f)k)+g@x@ H
Et
@ @ HO 2, _ @gof HO 2. @f 4O 2, ,@f @
@y HYkr (f)k%) = @y HY(kr (f)k )+g@§, (kr (f)k )+g@y@ H
De plus, en utilisant la decomposition de la divergence :
Y (12 @ L i @ @ Lo 1 @
div. HYkr (f)k%) r (f) —@ HYkr (f)k%) @X+@yH(kr (f)K%) @y
On en ceduit legalie :
o Tola 1) + 2 gZHlk () =
<r (f);r (9> HYkr (F)K)+ g div HYkr (F)K°) r (f)
D'ai :
2z
07y — @ @f 0 @ @f 0
2(0) = ax Yoy H%kr (f)k?) *ay Yoy H%qkr (f)k%)

Ukr (F)K%)

Ukr (F)K)

gdiv H%kr (f)K?) r (f)
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Utilisation du tlreoeme de Green-Riemann Comme :
{ estun ouvert
{ @ est une courbe fernee de classeC?.
{ gestC?, & et & sont C!, kr (f)k* estegalement de classeC?
{ H estC?.
On en ceduit que I'on peut appliquer le treoeme de Green-Riemann.
Par application de ce tteoeme, on obtient :

ZZ
@ @i 10 + @ Chne () ey -
@x g@XH (kr (f)k°) + @y g@yH (kr (f)k?) dxdy
’ a6y) 2y (1) (ay)kDdx gixiy) Sxy)H YKk (F) (x;y)k)dy = 0
o I G ’ W @s '

Ce terme est nula cause des conditions des cerivees partielles dé sur les bords.

On en deduit donc ainsi :
ZZ

20) = g div Hqkr (f)K?) r (f)

Presque la n
On en ceduit donc que :
7
0= 4(0)= 29(f  fo) g div H%kr (f)kz) r (f)

Comme cette propree est vraie pour tout g borree eta variation borree,
on en ceduit :

20 fo) div. HOkr (F)K?) r (f) =0

La eciproque ne sera pas cemontee ici. On ne peut pas remonter directe-
ment lesetapes car on pourra seulement montrer qué minimise localement.

5.5.3 Preuve du passage en criee directionnelle

Nous rappelons que nous cherchonsa cemontrer la propree :

© 40 2 _ gy k(K
2 div HYkr (f)k) r (f) = div kr (F)K r (f)
o @f . Yk (k) @f
= WOR Gt ik e
' ; - - @f - ©@f - @f
An d'aleger les notations, nous allons noter : f, = & fy = G, fx = Gz,

_ f _ f
fyy = g%? etfy = @(?x@y
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Premeéreegalie

Nous allons montrer dans un premier temps la premereegalie.
Comme8x 2 R; (x) = H(x?), on en ceduit par cerivation que :

8x 2 R; Yx)=2xHYx?)
On peut remplacerx par kr (f )k, ce qui donne :
%kr (F)K)=2kr (f)kHYkr (f)k?)
Commekr (f )k ne s'annule pas, on en ceduit :

o Ykr ()K)
2Hkr (k) = “kr (F)k
D'au :

oUkr (f)k)

. 2 = di
2 div H%kr (F)k%) r (f) = div kr (f)k

r(f)
Deuxemeegalie

On cecompose l'operation de divergence :

Ukr (F)K)
kr (F)k

_ @ Ykr (f)k) @ Ykr (f)k)
rM =Fex ok <t @y wmk
Ykr (f)K)
w ik (D

div

Hors, on sait que :

@kr (k) _
- ex

On en ceduit donc que :

Qkr (F)K) (Fxfu + Fyfyy)

@ Ykr (k) _ 1 @Ykr (F)K) W (1))
ox Wik - ok @ O Teie Gt i)
= 1 okr (f)k)
- kr (f )kz( O?kr (f )k) W) (fxfxx + fyfxy)
Ainsi,
ok (k) _ 1, Y ()l
div kr (f)k r(f) = o (f)kz( (tkr (f)k) @ (K )

(F) Fax + 2Fxfyfry + (Fx)% Fx

%kr (f)k)
ok (P
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Rappel 1 (Ceriee seconde directionnelle) Nous rappelons que pour une
application f de classeC? :

@ 1

@ - W (fx)zfxx +2fxfyfxy +(fX)2fXX

Rappel 2 Nous rappelonsegalement que pour une applicatiofi de classeC?
tel quer (f) ne s'annule pas, legalie suivante :

_ o, of
@f @3

En utilisant ces deux rappels, on peut en ceduire ce que l'on cherchait.

(1)

Ukr (f)K)
kr (f)k

@f _ Uk (k) @f

div @+ kr (1)K @'.5

r(f) = Rkr (f)k)
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