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Chapitre 1

Avant-propos

1.1 Introduction

Letude de la simulation desecoulements de uide est pesente dans de nombreux domaines,
gue ce soit en aeerodynamique, en hydrodynamique ou encore en netorologie.

Cesetudes peuvent se faire directement en pratique gtude en sou erie) ou bien nuneriquernent.
On connat lesequations egissant lecoulement des uides, maisa I'heure actuelle, letude de
celles-ci d'un point de vue purement treorique est tes di cile. C'est pourquoi, avec l'axenement
de l'informatique, nous disposons d'une ressource suppkmentaire nous permettant deimuler
lecoulement des uides et nous permettant de ceterminer des solutions ables.

Je pesenterai ici des algorithmes assez simples permettant de simuler lesecoulements de
uides dans un domaine fernme (comme un rectangle ou une pece). Dans l'industrie, on traaille
souvent avec des algorithmes plus complexes prenant en compte les formes des objets qoe I
souhaiteetudier (par exemple une aile d'avion), cela faisant intervenir la notion de gereration
de maillage.

Mon approche donnera des esultats assez gereraux qui ne seront pas aussi perfoemts que
les methodes industrielles. Mais ces algorithmes auront I'avantage d'etre apides et facilement
impementables.

Ce cours peut avoir une utilie dans le domaine du jeux-viceo (notamment gracea la rapidie
d'execution des algorithmes). En inegrant une nethode de calcul decoulement dans un moteur
de jeu, on peut rendre de plus en plus eel un monde purement virtuel. Avec les algorithmes
proposes, on peut s'en servir pour moceliser un uide ou encore de la furee. Avec quejues
ajouts, on pourrategalement simuler la formation de nuage ou une explo®n.

1.2 Motivations

Lecriture de ce cours aet motiwe par le manque de documentation libre et en fr arcais dans
ce domaine. La documentation frarcaise que I'on trouve impemente en gererd des nmethodes
de esolution tes pecises et ne permettant pas de faire de calcul en temps eel. Deplus, pour
la plupart, seule la treorie est developpee et aucun algorithme n'est pesent.



Chapitre 2

Notations

Avant de commencer le cours, voici une petite liste de notations (assez classiqueliliees
dans ce cours.

2.1 Ensembles

Notation 1 (Ensemble de fonctions) On notera F (E; F) I'ensemble des fonctions de I'en-
sembleE dans I'ensembleF .

Notation 2 (Ensembles classiques) Les ensemble<C, R, N et Z designent respectivement
I'ensemble des complexes, des eels, des entiers natureds des entiers relatifs.
L'ensembleK designera C a1 R.

Notation 3 (Ensemble d'entiers) On note [[n; m]] I'ensemble des entiers compris entren
et m. (Donc [[n;m]] =[n;m]\ Z)

Notation 4 (Frontere) Soit F un ensemble borre. On note@Fla frontere de F.

2.2 Fonctions

Notation 5 (Champs de vecteur) Si f est une applicationa valeurs dansR?, on lecrira
en gras :f

Notation 6 (Gradient) Soit f 2 C}( ;R) aw  est un ouvert deR?, on note : r (f) le
gradient de f c& ni par :

80y)2 i1 (F)(xy)= gfgx;y);gfxgx;y)

Notation 7 (Divergence) Soit f = (fy;fy) 2 CY( ;R?) a1 estun ouvert deR?, on note :
div f la divergence def & nie par :

: @f Q@f
8(x; 2 divf(xiy)= —(x;y) + X;
(x:y) (6y) = @y + “gyxiy)
Notation 8 (Produit scalaire) On notera () le produit scalaire usuel entre deux vecteurs de

R" ¢ ni par :

X
8u2R";8/2R";(u v)= u(n) v(n)
i=1



2.2. Fonctions S
Notation 9 (Operateur Laplacien) Soit f une application C? ¢ nit sur un ouvert de
R?a valeur dans R, on note  l'ogerateur Laplacien c ni par :

a@f @f

8(x;y)2 ;( f)xy)= @ﬁ(x;y)+

X,
Notation 10 (Ceriee partielle) Soit U un vecteur deR? non nul,

Soit f 2 C}(R?;R).
On notera gﬂf l'application de R? dansR ¢ nie par :

8(x:y) 2 RZ:%(x:yF OR'



Chapitre 3

Theorie

Pour permettre de simuler lecoulement d'un uide, nous allons utiliser les equations de
Navier et Stokes pour un uide incompressible. Ces equations peuvent-etre utiliees pur
ceterminer les mouvements de l'air dans l'atmosplere (ou contre des objets) a encore les
mouvements de l'eau (par exemple pour les courants o@aniques).

Actuellement de nombreuses recherches sont e ectlees sur cesequations, mais les chercheurs
n'‘ont pas encore eussia teterminer de solution analytique (solution exacte)a celles-ci. On ne
sait méme pas prouver l'existence d'une solution dans le cas greral.

Cela dit, avec la puissance de calcul des ordinateurs actuels, il est possible de cetemer
des approximations raisonnablement bonnes.

3.1 Lesequations de Navier et Stokes

3.1.1 Notation de la partie

Dans cette partie,

{ designe un ouvert de R? borre egulier

{ u® une application de a valeurs dans R? de classeC!

{ f:(xy;t)2 R* 7! R? une application de classeC! que I'on connatra.

{u:(xy;t) 2 R* 71 RZetp:(xy;t) 2 R* 7! R des applications de class€?
prolongeable par continuie sur @.
On utilisera parfois la notation u(x;y;t) = (uy(x;t); uz(y;t)).

{ et deux eels non nuls

3.1.2 Lesequations

Lesequations de Navier et Stokes secrivent comme suit :

Equations grerales

. L @u. ¥ @u_ l@p, .
szlital gy =1 YexT YW e &1
X @u
8(x;y)2 ;divu= @—x(x,y)—o (3.2)
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Il arrive que I'on note lequation 3.1 avec une notation vectorielle :

S u= u tr @

Conditions aux bords

Les conditions sur le bord@ sont :

8(x;y) 2 @;8t O;(u(x;y;t) n)=0 (3.3)
Qu n aesigne le vecteur normala @ au point ( X;y).

Conditions initiales

Les conditions initiales sont :
8(x;y) 2 ;u(x;y;0) = u’(x;y) (3.4)

Ce que l'on sait et ce que I'on ne sait pas

Dans cesequations, les inconnus sont :

{ le champ de vecteuru;

{ le champ scalairep.

Et on conna tout le reste (f, u® et les constantes et ).

3.1.3 Inepretation
Vitesse

Le terme u correspond au vecteur vitesse du uide en un certain point.

Les termes d'aceérations

Pour obtgminer ces equations, les scienti ques ont utiliees la relation fondamentale de la
dynamique F = m a. Le terme d'aceleration correspond pour lesequations de Navier et
Stokes au terme :

@
—+(u r)u
(U )
On appelle le terme ( r ) u l'advection. L'advection est ce nie commeetant le transport
d'une quantie par un ux vectoriel (Par exemple le transport d'une plume sur une rivi ere).

Les forces de viscosie

Les forces de viscosie correspondent au terme :
u

La viscosie decrit comment un uide secoule. Lorsque la viscosie est im portante, le uide
a plus de diculea secouler (exemple : I'huile) tandis que lorsque la viscosit e est faible, le
uide skcoule bien (exemple : eau).

Le coe cient de viscosie (s'appelantegalement la viscosie ciremati que du uide) est
dierent selon la nature du uide (ou du gaz) et de sa temperature. Par exemple (source
Wikipedia fr) :



3.2. Technique de agecomposition 8

{ eaua20;2: =10 3
{ aira 0: =17;1 106
{ miel : =10

{ huile d'olive : de 81 10 %a100 10 3

Les forces de pression
Les forces de pression correspondent aux termes :

1w

esigne la masse volumique du uide.
Une importante di cule dans cesequations est que p est inconnu mais qu'on ne le conna’t
gue par l'internediaire de son gradient.

Les forces exerieures

Les forlces exterieulres correspondent aux termek Elles correspondent en gereral aux forces

de gravie 9. Comme g est orient vers le bas et comme nous travaillons en deux dimensions,
f seraa priori nulle.

L'incompressiblie
Le fait que le uide soit incompressible se traduit par la relation
divu=0

On dit qu'un uide est incompressible si son volume est constant sous l'action d'une
pression externe (source Wikipedia fr). Cela signie que si I'on place ce uide dans une
seringue (fernee), il sera impossible de le comprimer.

3.2 Technique de c&ecomposition

A n de ceterminer une bonne approximation de la solution, nous allons utiliser une tech-
nique classique qui consistea couper le probeme en deuxequations. La premere penettra de
Idsterminer d'un coup u sans avoir de connaissance syr et la seconde permettra de ceterminer
r (p). Cette nethode permet de supprimer une di cule majeure : on ne connat la pression
gue par son gradient.

3.2.1 Theoeme de &composition de Helmholtz-Hodge

Nous allons voir un treoeme qui permet de simplier lesequations de Navier et Stokes.
Je n'ai malheureusement pas trouve une formulation sans faille de ce tteoemeje vais en
exposer une qui sera peut-étre plus restrictive sur la nature des fonctions.

Treoeme 1 (Becomposition de Helmholtz-Hodge) Soit  un ouvert de R? borre et
egulier.
Soit f un champ vectoriel de classe€€* de dans R? prolongeable par continuie sur @ .
Alors il existe une et une seule decomposition dé de la forme :

f=g+ Ir (h) sur
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{ gestdeclasseC! etwrie divg=0 sur et(g(x,y) n)=0 sur@ a n estle vecteur
normala @ en (X;y).
De plus g est prolongeable par continuie sur le bord de

{ h est de classeC' deR? dansR
De plus, h est prolongeable par continuie sur le bord.

Lemme 1 (Projection) En utilisant le treoeme peedent, on montre qu'il exi ste une unique
projection P de I'espace des champs vectoriels de clasSé dans I'espace des champs vectoriels
de divergence nulle.

Ainsi, pour tout f de classeC! , f peut secrire de manere unique sous la forme :

f =g+ r (h) (plus les conditions aux bords), on a donc :
P(f)=g

3.2.2 Peliminaire

Nous allons par la suite utiliser deux proprees.
Propree 1 La projection du champs!r (p) est nulle.
P r(p) =0
Cette propree se montre facilement en utilisant le treoeme peeden t.
Propree 2 La projection du champsu estaegalea u.
P(uy=u

Cette propret estevidente puisque u est de divergence nulle et erie (u n)=0
On peut en ceduire lequation suivante :

Propree 3 (Projection de kquation de Navier et Stokes)
@
@t
3.2.3 Methode et utilisation du tlreoeme

Fixons le eel t 0.
Nous allons cecomposer lequation en plusieurs petitesequations.

=P( (ur)u+ u+f)

1" partie  Nous allons cherchera esoudre localement lequation suivante sur
Glayin= @y DU+ UuEyiD+ i) 35)
Avec comme conditions initiales :
B(X;y;to) = u(X;y;to) (3.6)
Et comme conditions aux bords :

8(xy) 2 @ ;(e(x;y;t) n)=0 (3.7)

1A noter que le champ est continu sur le bord
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NB : Il faut bien noter que & cepend de ty.

J'ai park de esoudre localement car on ne connatraa un instant tg, que le champu pour
tout t tg. On ceterminera (de manere approximative) @ sur un petit intervalle [to;to + .

Comme
@@?2: (urju+ u+f
En utilisant les proprees peedentes, en projetant on obtient :
@ _ @) _ _@
P ot = @t =P( (ur)u+ u+f)= ot

On doit ainsi avoir
8 O;P(a)=u+k

Qu k est un champ de vecteur constant par rapportat et de divergence nulle (il sut
d'appliquer deux fois la projection et d'utiliser la propree P2 = P).

Les conditions initiales sure font que le champk est nul.

On obtient donc la relation :

P()=u (3.8)

2¢partie  Posons :

!
e=u+r () (3.9
Avec de classeC! . Ce qui est possible grace au treoeme de Helmholtz-Hodge.
En prenant la divergence de I'expressiore = u+ r ( ), comme divu = 0, nous obtenons :
dive = sur

Ainsi, connaissante, on peut ceterminer  en esolvant lequation de Poisson suivante :

=div @ sur

Pour pouvoir la esoudre correctement, il faut les conditions sur @.

Soit (x;y) 2 @et n le vecteur normal au point &. En utilisant certains prolongements par
continuite et les conditions de u sur le bord, on obtient :

Cxiv= 1 Oy 0 o=(e0ay) uxy) m=(e0cy) m=0

Uneequation discetiee de ce probeme peut se esoudre de manere assez sim@ et rapide
en utilisant la methode de relaxation de Gauss-Seidel.

On peut ainsi ceterminer @ et , on peut ainsi obtenir u par la relation :

u=®@a r () (3.10)
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3¢partie  On disposea pesent d'une nethode ierative permettant de determiner le cham p
de vecteuru sur un petit intervalle.

Mais nous n'avons par ceterminer la pressionp (mais ce n'est pas obligatoire). Une nethode
simple consistea appliquer l'operateur de divergencea lequation de Navier et Stokes. Ce qui
donne :

1 p=div((u r)u f)

Cetteequation est encore uneequation de Poisson, elle peut étre esolue par larethode de
relaxation de Gauss-Seidel.

3.2.4 Recapitulation desetapes en discret

On discetise le temps par un taux ; assez petit.

On suppose qua un tempst = i ¢, on connaisseu sur .
Recherche de @

On pose :@(x;y;i )= u(x;y; ).
On cetermine e(x;y; (i +1) ) en utilisant la relation :

@e) _
@t
Et la condition sur les bords.

(ur)u+ u+f

Calcul de

On cetermine :

dive(xy;(i+1) )

On esout (avec les conditions sur les bords) :
(Gy: (i+1) )=div ey, (i+1) 1)

Cetermination de u

On peuta pesent ceterminer u(x;y; (i +1) ) par la relation :

Uy (i +1) 0= By (+1) O 1 ()KYi(+1) o)



Chapitre 4

Mogcklisation

Dans cette partie, nous allons moctliser notre probeme a n de pouvoir I'implementer sur un
ordinateur. Comme nous l'avons vu dans lesequations de Navier et Stokes, le uide est e ni

de manere continue. Comme nous ne pouvons pas esoudre analytiguement cesequatis, il
nous faudra discetiser le uide.

4.1 Introduction

A n de simpli er le probeme, nous supposerons que le uide n'est & ni que dans un do-
maine rectangulaire. Dans ce cas, sile uide est c& ni dans un domaine du type =]0;1[ ]0;d].
(le fait que la borne sugerieure soit 1 ne change pas les calculsa cause du pas deaksisation).

Nous allons ainsi discetiser ce domaine par un pasy pour ]0; 1[ et par un pas  pour ]0; d[.
Notons uq le champ de vitesse disceti®, nous aurons ainsi la relation suivante :

8(ij) 2 [[L1=x 11 [L1=y 1kua(j)= ul xij y) (4.1)

Ici, nous n‘avons pas ¢ ni la valeur de ug aux bornes (0 ou E x 1 par exemple). Nous
allons utiliser une astuce en prolongeantiy aux bornes, ces valeurs corresponderont aux valeurs
limites des bornes deu.

Vous pouvez voir par exemple la gure 4.1. Je n'ai plae les vecteurs vitesses unigementa
gauche de la grille.

ARILAESANIRA L
x
YRR NENENE4R

Y

A

Fig. 4.1 { Grille de vecteurs vitesse avec les bords

12
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A n de simplier les calculs et an de correspondrea la gure 4.1, nous allons supposer
x = y = .Ainsi, le uide sera disceti® dans un rectangle de taille N M a N =1=, et
M = d=y.

Comme il se posera des probemes lors des calculs avec les conditions sur les bordgjso
allons entourer notre tableau d'une ligne suppementaire. Nous aurons donc un rectanglee
taille (N +2) (M +2).

Remarque : Ici, nous avons simplement cecouper l'espace en petits eements de volume
toujours de méme taille. Dans l'industrie, pour e ectuer une approximation de calculs plus
pecis, le cecoupage se fait relativementa I'objet que I'on veut tester (par exemple une aile
d'avion). On ealise un cecoupage selon cet objet et on e ectue ensuite les calculs par port
a celui-ci. Cette nethode a l'inconenient de cependre de l'objet, mais a l'avan tage detre
beaucoup plus pecise.

4.2 Un type abstrait de donree

A n décrire nos algorithmes, nous allons e nir un type abstrait de donree corr espondant
a un champ de vecteurs disceti® uq que I'on nommeraChampVecteurs
Nous supposons I'existence des operations de bases suivantes :

creer(Entier n, Entier m) I ChampsVecteurs Permettra la ceation d'un champ de
vecteurs de taille 0 +2) (m+2).

tailleX(ChampVecteurs) I Entier Retournera la taille horizontale du champ.
tailleY (ChampVecteurs) I Entier Retournera la taille verticale du champ.
pas(ChampVecteurs) ! Reel  On pourraeventuellement ce nir un operateur qui donne le

pas de discetisation spatiale du champ de vecteurs (sera en fait & nie parl1/(tailleX(u)
-2) .

Lecture etecriture A n de simpli er lesecritures, nous n'allons pas c nir des fonctions
du type lire ou ecrire.
Nousecrirons directement :

ud(2,3) = ud(4,5) + ud(2,1)

Il faut bien noter que ud(4,5) est un vecteur de dimension 2, donc on supposera que
l'operation + additionnera deux vecteurs.

ux et uy Il arrivera que lI'on ne souhaite e ectuer des operations que sur une dimension
de u. Nous noterons alorsux le champ scalaires correspondanta l'axe dex et uy le champ
correspondanta l'axe desy.

Remarque : A noter que lorsque I'on impementera ce type abstrait de donrees, pour des
raisons d'e cacie, il sera petrable de ne pas ceer un tableau de vecteurs, mais deux tableaux
de eels (correspondant chacuna une partie des vecteurs). Dans ce cas, les algorithmesront
egerement dierents.
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4.3 Discetisation des operateurs

Par la suite, nous aurons besoin de discetiser certains ogerateurs. Nous allonkes rappeler
dans cette section.

Nous noterons 4 =[[1;n]] [[1;m]] et @ 4 le bord du rectangle (soit [[Qn+1]] [[O;m +
1 a).
4.3.1 Ogerateur Laplacien

Cet operateur peut etre discetie par la formule suivante :

ug(i +15)) + ug(i  Lj)  2uq(isj)  ua(iij +1)+ ug(ij 1) 2uq(isj)

8(55j)2 a5 wua(isj)= 3 5
X y

Comme nous avions suppoey = y = .

Nous pouvons un peu simpli er I'expression par :

8012 o ua(ij)= Yo L) sl L0)* Ui+ usCii D) i)

4.3.2 Ogerateur divergence

Cet operateur peut etre discetie par la formule suivante :

ug(i +1;j)+ ua(i Lj)  ua(j +1)+ ua(isj 1)

8(i;j) 2 g;divug(i;j) = 7 2,

Que l'on peut simpli er par :

ug(i+1;j)+ ug(i Lj)+ ug(i;j +1)+ ug(i;j 1)
2

8(i;j)2 a;divug(i;j) =

Comme divug est en gereral continue mais ne recessite pas de condition particulere sur
les bords, on peut ¢ nir sa valeur sur le bord @ 4 comme valant la valeur la plus proche sur
le rectangle.

Par exemple, divug(i; 0) = div uq(i; 1) as div ug(n+1;j) =div uq(n;j).
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Realisation

Dans cette partie, nous allons impementer les algorithmes nous permettant de simler
lecoulement d'un uide, puisque nous connaissonsa pesent lesequationsa esoudre.

Dans toute cette partie, nous noterons :

{ to un temps quelconque ai I'on connatrauy.

{ uxa etuyg les champs scalaires dely projees sur les axesx ety.

{ t le taux de discetisation temporel

{ le taux de discetisation spatial

{ n etm la pseudo taille du rectangle ai est ¢t ni le champ disceti® ugy.

{ «=1I021;n]] I[I1; m]] le rectangle.

{ @ 4 le bord du rectangle (soit [[Qn +1]] [[0;m + 1]] d)-

ug sera donc ce ni sur [[O;n+1]] [[0;m + 1]]. Le tour correspondraa la frontere.

But :  Notre but ultime dans ce chapitre est de eussira ce nir en tout point le champ de
vecteurs ug a l'instant to + . Nous allons esoudre dans cette partie les probemes ¢ nis
peedemment un par un. Chaque section ¢ nira et esolvera un de ces probemes.

5.1 Les conditions aux bords

Lors des calculs que nous allons e ectuer, nous allons connatreq a un instant to +
uniquement sur [[Ln]] [[1;m]]. En ealie, le contour de uq aura bien des valeurs mais ne
respectera pas les conditions aux bords. C'est pourquoi hous e ectueronsa ce moment,aune
revaluation des valeurs sur les bords.

5.1.1 Tleorie

Heureusement pour nous, la pece 4 ai secoule le uide est rectangulaire, les vecteursn
orthogonauxa @ 4 sont simplesa ceterminer.
Par exemple, sur le bord ouestnh seraegala (1;0).

Bord ouest

Nous souhaiterions avoir8i 2 [[1; m]]; (ug(0;i) n)=0. C'esta dire : Uyxg(0;i) =0
Pour rendre u continue sur les bords, il faudra forcer la valeuruyq a avoir la valeur :
Uxd (0;1) = Uya(1;1)

15
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Bord est

lci, n=( L0). uwg(n+1;i)=0et uyg(n+1;i)= uyg(n;i)

Bord nord
Ici, n =(0; 1). uyq(i; 0) = 0 et uyqg (i; 0) = uxq (i; 0)

Bord sud

Ici, n =(0;1). uyg(i;m +1)=0et U (i;m +1)= U (i;m)

Coes

Pour les coes, on fera simplement la moyenne des valeurs autour.

uq(0;0)

3 (Us(0: 1)+ ug(1;0)

ug(n+1;m+1) %(ud(n+1;m)+ ug(n;m + 1))

ugO;m+1) = %(ud(o;m)+ ug(l;m+1))

ug(n+1;0) %(ud(n;0)+ ug(n+1;1))

5.1.2 Algorithme

On peut maintenantecrire un algorithme qui force les valeurs sur les bords d'un chenp de
vecteurs vitesse a n qu'il respecte les conditions sur les bords.

Proedure forcerBords(ChampVecteurs u)
Entier i
Entier |
Entier n = tailleX(u) -2
Entier m = tailleY(u)-2

Pour j=1a m

u(0,j) = (0, uy(1.)))

u(n+1,j) = (0, uy(n+1,))
Pour i=1a n

u@i,0) = (ux(,1), 0)

u(i,m+1) = (ux(i,m+1),0)
u(0,0) = 0.5 * (u(0,1)+u(1,0))
u(n+1,m+1) = 0.5 * (u(n+1,m)+ u(n,m+1))
u(O,m+1) = 0.5 * (u(O,m)+ u(l,m+1))
u(n+1,0) = 0.5 * (u(n,0)+ u(n+1,1))

A noter que I'on ealise un e et de bords sur le champ de vecteuru.
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5.2 Evolution : Viscosie

Nous avons vu dans la partie treorique que nous devions dans un premier temps esoudre
lequation :

@e) _

@t
Pour cela, nous allons diviser ce probeme en 3 (ou 2) sous probemes.
Tout d'abord la esolution locale de :

(ur)u+ u+f

@e)
= (ur)u
@i - W)
Et la esolution locale de :
@e;) _
@t
5.2.1 Ttleorie
Nous souaitons esoudre localement lequation :
@eq) _ Uy
@t

Avec (aq(i;j;t) n)=0sur @ 4.
Et comme condition initiale :
Bq(i;J;t o) = Ua(isj;t o)
Une premere nethode permettant de ceterminer 84 entg+ ¢ consisteraitaecrire :
8(i;j)2 aea(iijitot+ o) =ea(iz); o)+ ¢ Uualisj)

Malheureusement, cette nmethode n'est absolument pas stable au cours du temps. Nous ati®
utiliser la methode de Stam qui consistea esoudre le syseme suivant :

8(kj)2
ua(i;j) = ea(izj) —5—(ea(i  Lj)+ ea(i+1:j)+ ea(iij 1)+ eq(ij +1) 4eq(isj))

Ce syseme est un syseme dequation lireaire du type AX = b. Ce syseme pourrait ainsi se
esoudre par une mrethode classique d'inversion de matrice, mais le calcul serajteu performant.
En e et, la matrice A admetenormement de O (il y a 4eéments non nuls par ligne). Il existe
heureusement des nethodes ieratives tes rapides pour permettre la esolution de cetype de
syseme, notamment la methode de Gauss-Seidél que nous allons impementer.

1Pour plus d'informations, section 9.1 page 41
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5.2.2 Algorithme

Nous impementons dans cet algorithme la methode de relaxation de Gauss-Seidel.

Proedure calculViscosite(ChampVecteurs u, ChampVecte

urs u2, Reel nu, Reel dt)
Entier i,j,k

Reel tempo = dt * nu * (u.tailleX()-2) * (u.tailleY()-2)

Pour k=1a 20 /*ieration pour la esolution*/
|Pour j=1a tailleY(u)-1

| Pour i=1a tailleX(u)-1

| u2(ij) = (u(ij) + tempo *

| (u2(i-1,j) + u2(i+1,j) + u2(ij-1)+ u2(i,j+1) )/(1+4 * te mpo)
|forcerBords(u2)

Le champ de vecteuru2 est cens étre cep initialia la bonne taille. On ealise donc un
e et de bords pour permettre de bonnes optimisations.

5.3 Evolution : Advection

Dans cette partie, nous allons tenter de esoudre localement lequation :
@aq)
——== (ug r)u
ot (Ug r)ug

Avec comme conditions aux bords :
(g n)=0
Et comme conditions initiales :
8q(X;Yito) = Ua(X;y;to)
5.3.1 Tleorie
De la méme manere que peedemment, une premere approche consisteraitaecrire :

eq(ij;t + ) = @aq(i;jt) t (Ug 1 )ug

Malheureusement encore, cette approche n'admet pas de solution stable dans le temps.

Nous utiliserons la methode utilisant des proprees physiques decrites dans I'article de [2].
Elle permet decrire la relation (dans I'espace continu) :

8(x;y) 2 se(xy;t+ )

B(X  ux(Xt) oy uy(y;t) ot)
uix  ux(xt) oy uy(yst) t)

Que Il'on peuteventuellementecrire en posantv = (X;y) :

g(vit+ )= u(v u(v;t) )

Cette relation est vraie en espace continu. Elle secrit dans un espace discret de cett
manere :
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8(;j) 2 aiea(ijit + 0= uali Ua(it)—5)  uy(it)—t) (5.1)
Il se posea pesent deux probemes :
{ Lestermesi ux(i;t) (etj uy(j;t)  peuvent ne pas etre entiers.
{ Ces mémes termes peuvent sortir de 4.
Probéme du non entier

On peut en e et constater sur la gure 5.1 quev u(v)  ne tombe pas sur un entier pile.

P

A\ Y=

Fig. 5.1 { Calcul de lI'advection

Pour parer le probeme, il faut prendre en consiceration la contribution des 4 parti es. Pour
ealiser cela, nous allons calculer leurs aires.

Notons (iq;]4) les coordonrees de la case intrieure gauche. L'intersection des 4 cases a donc
pour coordonrees (4 + 0:5;j4 +0:5).

Notons xq = i uUyx(i;t)—etyg=j uya(j;t)—-.

L'aire de la contribution inérieure gauche est : Asw =(1+ ig Xq) @A+ jg VYaq)

L'aire de la contribution inkrieure droite est: Asg =(Xqg iq) @+ ]jg VYd)-

L'aire de la contribution sugerieure gauche est :Ayw =(1+ ig  Xq) (Ya Jd)-

L'aire de la contribution sugerieure droite est: Ane =(Xg  14)  (Ya  Jd)-

On en ceduit une bonne approximation :

ga(i;jit + ()= Asw Ug(ig;ja;it) +
Asgug(ig +1;ja;t)+
Anw Ug(ig;ja+15t)+
ANe Ug(ig +1;ja+1;1)

Probéme du eépassement

Nous avons vu peedemment que pour une meilleure e cacig, il est plus performant de
prendre en contribution le plus de parties possible. C'est ce que nous allons faire dates cas
d'un cepassement de bords.

Par exemple sixq < 1, on pourrait le rebasculera 1. Mais dans ce cas, il n'y aurait qu'une
partie qui contribuerait. Nous pegrerons ainsi prendre le cas x4 < 0:5 et le rebasculera Q5,
permettant ainsi la contribution de deux parties.
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A noter que le vecteur vitesse pes d'un bord sera en gereral assez paralkleacelui-ci @ cause
des conditions sur les bords). C'est pourquoi si il y a cepassement de bords, ce cepaement
sera tes eger en treorie. Cela explique le fait que I'on rebascule simplemente vecteur en 05.

5.3.2 Algorithme
Nous pouvonsa pesentecrire I'algorithme de esolution de I'advection.

Proedure calculAdvection(ChampsVecteurs u, ChampsVec teurs ul, Reel dt)
Reel xd, yd

Entier n = tailleX(u)-2

Entier m = tailleY(u)-2

Entier dtspas = dt / pas(u)

Pour j=1a m
Pour i=1a n
[xd =i - dtspas * ux(i,j)
lyd = j - dtspas * uv(i,)
|*rebascule dans les bords*/
|Si (xd < 0.5) alors xd = 0.5
|Si (xd > n+0.5) alors xd = 0.5 + n
|Si (yd < 0.5) alors yd = 0.5
|Si (yd > m+0.5) alors yd = 05 + m
|/*calcul de id et jd*/
lid = (Entier) xd
[jd = (Entier) yd
|/*calcul des aires*/
[Asw = (1+id-xd) * (1+jd-yd)
|Ase = (xd - id) * (1+jd-yd)
[Anw = (1+id-xd) * (yd - jd)
|Ane = (xd - id) * (yd - jd)
|/*calcul de la valeurs*/
lul(ij) =
| Asw * u(id, jd) +
| Ase * u(id+1,jd) +
| Anw * u(id, jd+1) +
| Ane * u(id+1, jd+1)
forcerBords(ul)
Fin

5.4 Evolution forces
Nous allons ceterminer la esolution locale de lequation :

@ _,
@t

Avec comme conditions initiales :

%(x;y;to) = f(x;y;to)
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541 Tleorie

Comme nous l'avons vu, en gereral, cette force est nulle ou constante.
Le calcul deeqy peut se faire de manere exacte par inegration.

5.4.2 Algorithme

fonction calculForces(ChampsVecteurs u, Vecteur force, R eel dt)
Pour j=1 a tailleY(u)-2
Pour i=1 a tailleX(u)-2
u(x,y) = u(xy) + force * dt
forcerBords(u)

5.5 Calcul de et de uy

En appliquant successivement les algorithmes pe@dents, nous avons un algorithepermet-
tant de determiner localement la solution de lequation :

@8q) _
@t
Mais il faut pouvoir esoudre lequation :

(ug r)ug+ ug+f

(x;y) =div Ba(X;y;to+ 1)

pour ceterminer ugq au tempsty + ;.

55.1 Tleorie

Nous noterons

g(xy) = div eq(x;y;tot+ 1)
A une position (i;] ), nous disposons dans l'espace discret de lequation suivante :

(i+15)+ ( L)+ (i;i+1)+ (i) 1) 4(i;J):g(x;y)

Avec : continue et ( (i;j) n)=0sur @ g.
A n de limiter les erreurs d'arrondis, nous pegtrerons esoudre le syseme :

4 @j) (+1)) (0 Lj)  Gi+y o @ 1= gkky) 2
Ceci est un syseme dequations lireaires du type AX = b dont beaucoup de coe cients de

A sont nuls.
Nous allons encore une fois utililser la nethode de relaxation de Gauss pour ceteniner

Ensuite, il sura de ceterminer r ( ) et d'appliquer la formule :

a(kyito+ 0= Ba(GYito+ O 1 ()(XY)
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5.5.2 Algorithme

Onecrit tout d'abord un algorithme permettant de calculer la divergence multipli e par le
pas au care d'un champ de vecteurs.

Proedure div_pascarreChamps(ChampsVecteurs u, ChampsScalaires divpout)
Entier n = tailleX(u)-2

Entier m = tailleY(u)-2

Reel pas = pas(u)

[*calcul hors frontiere*/
Pour j=1a m
Pour i=1a n
divpout(i,j) = 0.5 * (ux(i+1,)) - ux(i-1,)+uy(i,j+1) - uy( i, -1)) * pas

[*calcul sur la frontiere*/
Pour i=1a n

divpout(i,0) = div(i,1)
divpout(i, m+1) = div(i, m)
Pour j=1a m

divpout(0,j) = divpout(1,))
divpout(n+1,j) = divpout(n,j)

divpout(0,0) = 0.5 * (divpout(1,0) + divpout(0,1))

divpout(n+1,0) = 0.5 * (divpout(n+1,1) + divpout(n,0))
divpout(0,m+1) = 0.5 * (divpout(1,m+1) + divpout(0,m))
divpout(n+1,m+1) = 0.5 * (divpout(n,m+1) + divpout(n+1,m) )

Maintenant, nous pouvonsecrire l'algorithme dceterminant wu.

Proedure calculProjection(ChampsVecteurs u)

ChampsScalaire divpas (memoire initiali€e une seule fo is pour gain de temps
et de méme taille que u)

ChampsScalaire phi (méme taille que u)

Entier n = tailleX(u)-2

Entier m = tailleY(u)-2

phi = 0

div_pascarreChamps(u, divpas)

[*resolution*/
Reel tempo = dt * nu * n * m

Pour k=1a 20 /*ieration pour la esolution*/
|[Pour j=1a m

| Pour i=la n

| phi(i,j) = (-div(ij) +

I (phi(i-1,j) + phi(i+1,j)

| + phi(i,j-1)+ phi(i,j+1))) / 4)
|forcerBordsScalaires(phi)
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/*on soustrait directement la divergence de phia u*/
Pour j=1a m
Pour i=1a n
ux(i,j) = ux(i,j) - 0.5*(phi(i+1,j) - phi(i-1,))) / pas
uy(i,j) = uy(i,j) - 0.5%(phi(i,j+1) - phi(ij-1)) / pas
forcerBords(u)

5.6 [etermination de u

A pesent, nous disposons de toutes les fonctions recessairesa la determinatio de uq a
linstant to + .

fonction evoluerVitesse(ChampsVecteurs u, Reel nu, Reel d t)
ChampsVecteurs u, ul, u2 : de méme taille que u

calculViscosite(u, ul, nu, dt)
calculAdvection(ul, u2, dt)
calculForces(u2, u, force, dt)
calculProjection(u)

L'algorithme peut &tre un peu modie suivant le fait que I'on prenne en compte les forces
ou non.

5.6.1 Attention :

Ici, on suppose que la divergence da est nullea chaqueetape. Ce n'est pas forement le
cas si l'utilisateur ajoute une force par lui-mémea n'importe quel moment. Dans un tel cas, il
faudraeventuellement calculer la projection de u avant le reste. L'algorithme deviendrait alors
(mais il y a une grande perte de temps) :

fonction evoluerVitesse(ChampsVecteurs u, Reel nu, Reel d t)
ChampsVecteurs u, ul, u2 : de méme taille que u

calculProjection(u)
calculViscosite(u, ul, nu, dt)
calculAdvection(ul, u2, dt)
calculForces(u2, u, force, dt)
calculProjection(u)

Une astuce poureviter cela serait de placer sur une pile la liste des modi cationsa ealiser
sur le champ de vecteur vitesse et de les faire juste avant la projection. Ainsial projection
ne serait calcuee qu'une seule fois par tour. C'est cette approche que jai utilise dans le code
source.
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5.7 Exemple de esultats

Dans mon algorithme, jai permisa l'utilisateur de modi er par un simple cli que le vecteur
vitesse en un point (ce qui revienta peu pesa ajouter une force pendant un court ingant).
Cela permet de rendre plus attractive I'application.

Exemplel Voici le type de esultat que I'on peut obtenir gure 5.2. Nous avons ici utilis er
des obstacles rectangulaires, nous verrons par la suite comment grer ce cas.

Fig. 5.2 { Visualisation du champ de vecteurs vitesse de taille 100 100 avec obstacle

Exemple 2  Figure 5.3.

Exemple 3 Un exemple un peu plus coloe, gure 5.4.
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Fig. 5.4 { Visualisation du champ de vecteurs vitesse trongLee




Chapitre 6

Probéme de di usion

A pesent, nous disposons d'un algorithme nous permettant de faire evoluer un chanp de
vecteurs vitesse dans une partie rectangulaire.

Il faut avouer que graphiquement, la visualisation unique du champ de vecteurs n'est pa
tes ineressante. On souhaiterait pouvoir utiliser un prenonmene de diusion comme sur la
gure 6.1.

Fig. 6.1 { Visualisation du champ de di usion, taille 150 150

Pour ealiser ce type de graphisme, nous allons utiliser lesequations de densitappliglees
a un uide.

6.1 Theorie
6.1.1 Notation

Dans cette partie, nous utiliserons les mémes notations que dans les chapitres peeden
{ d:(x;y;t) 7! R designera une application de classeC? .

26
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{ S:(x;y;t) 7! R une application de classeC*
{ D un eel positif

6.1.2 Equations

Lesequations de densie sécrivent ainsi :

8(x;y) 2 ;%(zx;y;t)= (u(x;y;t) r)dxy;t)+ D d(xy;t)+ S(x;y;t) (6.1)

Soit en notation abege :

@d_
@t
Et avec comme condition sur les bordsd est continue sur @.

(ur)d+D d+S (6.2)

6.1.3 Inerpetation

Densie  Notre probeme ici peut étre imagire comme suit. On dispose d'une marre d'ea et
on y introduit un autre liquide (de couleur violette par exemple). La densie du liqui de violet
pourra eétre cetermiree par cesequations et correspondraa d.

Coe cient de densie Le eel D correspondant au coe cient de densie, on pourra le
prendre nul pour aleger les calculs.

Source La fonction S corresponda une source d'introduction d'un autre liquide (le liquide
violet). On pourra laisser ['utilisateur gerer lui méme l'introduction o u bien la forcer.

6.1.4 Resolution

On peut constater que lequation est assez similaire a lequation de Navier et Stokes a
I'exception que d est un champ de scalaires et non un champ de vecteurs et le champ est
connua tout instant.

On pourra cecomposer le probeme de la méme manere.

Premier probéme On connat da un instant tg. On esout localement lequation
@d
— = ur)hd
ai- 1)
Avec d; continue sur les bords etd; (x;y;to) = d(X;y;to).
Deuxeme probéme On esout lequation
@ =D d
@t

Avec dy(Xx;y;to) = d(X;y;to) et d, continue sur les bords.
on sommera nalement les esultats (ou on combinera successivement les deux applicatis).
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6.2 Realisation et algorithmique

6.2.1 Les conditions aux bords

Nous allons dans un premier tempsecrire I'algorithme permettant de forcer un charmp de

scalairesa étre continu sur les bords.

fonction forcerBordsScalaire(ChampScalaires d)

Entier n = tailleX(d)-2
Entier m = tailleY(d)-2

Pour j=1a m
d(0,j) = d(1.,j)
d(n+1,j) = d(n,))

Pour i=1a n
d@, 0) = d(i,1)
d(@i, m+1) = d(i,m)

d(0,0) = 0.5* (d(1,0) + d(0,1))

d(n+1,0) = 0.5* (d(n,0) + d(n+1,1))
d(n+1,m+1) = 0.5* (d(n,m+1) + d(n+1,m))
d(0,m+1) = 0.5* (d(1,m+1) + d(0,m))

6.2.2 Calcul de I'advection

Le calcul de l'advection se faita peu pes de la méme manere que dans l'ancien gorithme
a l'exception que d est de dimension 1 et qu'il faut forcer les bords avec la fonction pe@dente.

fonction calculAdvectionS(ChampScalaires in, ChampScal

Entier id, jd

Reel Asw, Ase, Ane, Anw
Entier n = tailleX(d)-2
Entier m = tailleY(d)-2

Reel dtspas = dt / pas;

Pour j=1a m

Pour i=1a n
xd = i -dtspas * ux(i,));
yd = j - dtspas * uy(i,);

[*rebascule dans les bords*/
Si(xd < 0.5) Alors xd = 0.5;
Si(yd < 0.5) Alors yd = 0.5;
Si(xd > n+0.5) Alors xd = n+0.5;
Si(yd > m+0.5) Alors yd = m+0.5;

id = (Entier) xd;
jd = (Entier) yd;

Asw = (1.0+id-xd) * (1.0+jd-yd);

Ase = (xd - id) * (1.0+jd-yd);
Anw = (1.0+id-xd) * (yd - jd);
Ane = (xd - id) * (yd - jd);

aires out, ChampVecteurs u, Reel dt)
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out(i,j) =
Asw * in(id, jd) +
Ase * in(id+1,jd) +

Anw * in(id, jd+1) +
Ane * in(id+1, jd+1));
out(i,j) =
Asw * in(id, jd) +
Ase * in(id+1,jd) +
Anw * in(id, jd+1) +
Ane * in(id+1, jd+1));
}
}

forcerBordsScalaires(out);

}

6.2.3 Calcul de la viscosie
Cet algorithme n'est pas obligatoire. Il ne change pas beaucoup le esultat.

fonction calculViscositeS(ChampScalaires in, ChampScal aires out, Reel D, Reel dt)
Entier k

Entier i, j

Entier n = tailleX(in)-2

Entier m = tailleY(in)-2

Reel mult = dt * nu * n *n;

Pour k=1a 20
|Pour j=1a m
| Pour i=la n
| out(i, j) =
[ (in(i,j) + mult*
[ ( out(i+1,)) + out(i-1,j) + out(i,j+1) + out(i,j-1)))/(1+ 4*mult));
I
I
|

forcerBordsScalaires(out);

6.2.4 Calcul greral
A pesent, nous pouvonsecrire facilement levolution de d.

fonction calculDiffusion(ChampScalaires diffusion, Cha mpScalaires u, Reel D, Reel dt)
calculViscositeS(diffusion, tempo, D, dt)

diffusion = tempo

calculAdvectionS(tempo, diffusion, u, dt)

Le symbole = dans l'algorithme corresponda un recopiage ddempo dans diffusion
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Remarque 1 Il faut noter qua chaqueetape, il vous faudra faireevoluer le champ de vitesse
u par l'internediaire de la fonction evoluerVitesse

Remarque 2  La sourceS n'apparait nulle part dans les calculs. En fait, on laissera I'utilisa-
teur (ou le programmeur) ajouter la force comme il le souhaite.

Si il veut ajouter un liquide violet pendant un court laps de tempsa une position, il
su ra de forcer la variable diffusion durant un court laps de tempsa une valeur assez grande
(par exemple 100) :

diffusion(i,j) = 100

6.3 Exemple d'application

Voici quelques exemples.

Exemple 1  Figure 6.2

-

-

-

r

Fig. 6.2 { Visualisation du champ de scalaires di usion

Exemple 2 Figure 6.2
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Fig. 6.3 { Visualisation du champ de scalaires di usion



Chapitre 7

Ajout d'obstacles

Un probeme ineressant que l'on peut se posera pesent est la question de & gestion
d'obstacle. Nous allons pour cela utiliser les conditions sur les bords que I'on a pwir dans la
partie treorique.

Ainsi, la gestion d'obstacle sera assez similairea la gestion des bordquelques dierences
pes.

Je pesenterai ici une nethode assez simple de gestion d'obstacle, elle est malheuremsent
loin d'etre parfaite d'un point de vue theorique, mais fonctionne bien d'un point de vue pratique.
La partie treorie reprend les hypottesesenonees dans la section 5.1.

7.1 Realisation et algorithme

Nous supposerons qu'un obstacle est rectangulaire (et compris dans le domaine du uide),
le sud ouest positionre aux coordonrees X;y), de largeur w et de hauteur h.

Nous allonsecrire deux fonctions, I'une gerant les conditions aux bords pour un charp de
vecteurs, l'autre gerant les conditions aux bords pour un champ de scalaires.

7.1.1 Bords pour un champs de scalaires

L'algorithme pour forcer les bords d'un champ de scalaire secrit comme suit:

Proedure forcerBordsScalairesObstacles(ChampScalai res in, Entier squarex,
Entier squarey, Entier squarew, Entier squareh)

Entier i;

Entier j;

Entier n,m;

n = tailleX(in)-2;
m = tailleY(in)-2;

Pour j=squarey a squarey+squareh
in(squarex-1, j) = in(squarex-2,j);
in(squarex+squarew+1,j) = in(squarex+squarew+2, j);
Pour i=squarex a squarex+squarew
in(i,j) = 0.0f; /*on annlue le centre*/

Pour i=squarex a squarex+squarew
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in(i, squarey-1) = in(i,squarey-2);
in(i,squarey+squareh+1) = in(i, squarey+squareh+2));

in(squarex-1,squarey-1) = 0.5 * (in(squarex, squarey-1) + in(squarex-1,squarey));

in(squarex+squarew+1,squarey-1) = 0.5 * (in(squarex+squ arew+1,squarey) +

in(squarex+squarew,squarey-1));

in(squarex-1,squarey+squareh+1) = 0.5 * (in(squarex,squ arey+squareh+1) +

in(squarex-1,squarey+squareh));

in(squarex+squarew+1,squarey+squareh+1) = 0.5 * (in(squ  arex+squarew,squarey+squareh+1) +

7.1.2 Champ de vecteurs

Nous allons cecomposer l'algorithme en plusieurs parties. Nous traiterons das un premier

temps le calcul des champ de scalaires, et u, ssparement.

Proedure forcerBordsXObstacle(ChampScalaires ux, Ent  ier squarex,
Entier squarey, Entier squarew, Entier squareh)

Entier i;

Entier j;

Entier n,m;

n = tailleX(ux)-2;
m = tailleY(ux)-2;

Pour j=squarey a (squarey + squareh)
ux(squarex-1, j) = 0
ux(squarex + squarew+1, j) = 0
Pour i=squarex a (squarex+squarew)
ux(i, j) = 0 /*on annule linerieur*/

Pour i=squarex a squarex+squarew
ux(i, squarey-1) = ux(i, squarey-2);
ux(i, squarey+squareh+1) = ux(i, squarey+squareh+2)

ux(squarex-1,squarey-1) =

0.5 * (ux(squarex, squarey-1) + ux(squarex-1,squarey)));
ux(squarex+squarew+1,squarey-1) =

0.5 * (ux(squarex+squarew+1,squarey) + ux(squarex+squar
ux(squarex-1,squarey+squareh+1) =

0.5 * (ux(squarex,squarey+squareh+1) + ux(squarex-1,squ
ux(squarex+squarew+1,squarey+squareh+1) =

0.5 * (ux(squarex+squarew,squarey+squareh+1) +

ux(squarex+squarew+1,squarey+squareh))

A pesent, nous allons traiter le champ uy.

Pro@dure forcerBordsXObstacle(ChampScalaires uy, Ent ier squarex,
Entier squarey, Entier squarew, Entier squareh)

Entier i;

Entier j;

Entier n,m;

ew,squarey-1))

arey+squareh))
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n = tailleX(uy)-2;
m = tailleY(uy)-2;

Pour i=squarex a squarex+squarew
uy(i, squarey-1) = 0
uy(i, squarey+squarew+1) = 0
Pour j=squarey a (squarey+squareh)
uy(i, j) = 0

Pour j=squarey a squarey+squareh
uy(squarex-1,j)) = uy(squarex-2,)
uy(squarex+squarew+1,j)) = uy(squarex+squarew+2, j)

uy(squarex-1,squarey-1) =

0.5 * (uy(squarex, squarey-1) + uy(squarex-1,squarey)));
uy(squarex+squarew+1,squarey-1) =

0.5 * (uy(squarex+squarew+1,squarey) + uy(squarex+squar ew,squarey-1))
uy(squarex-1,squarey+squareh+1) =

0.5 * (uy(squarex,squarey+squareh+1) + uy(squarex-1,squ arey+squareh))
uy(squarex+squarew+1,squarey+squareh+1) =

0.5 * (uy(squarex+squarew,squarey+squareh+1) +

uy(squarex+squarew+1,squarey+squareh))

Nous pouvonsecrire l'algorithme gereral de la manere suivante :

Proedure forcerBordsVecteursObstacle(ChampVecteurs u = (ux, uy), Entier squarex,
Entier squarey, Entier squarew, Entier squareh)

forcerBordsXObstacle(ux, squarex, squarey, squarew, squ areh)

forcerBordsYObstacle(uy, squarex, squarey, squarew, squ areh)

7.1.3 Cas greral et critiques

Pour que cela fonctionne correctement, il faudra ajouter ces proeduresa chaque appel de
forcerBords et forcerBordsScalaires . Si il y a plusieurs obstacles, il faut alors appeler ces
proedures pour tous les obstacles gventuellement par l'intermediaire d'une liste).

Pour que ceci soit theoriquement correct, il faudrait egalement modi er les fonctions de
calcul d'advection. En e et, avec les appels du typexd = i - dtspas * ux(i,j) , il peut
arriver que I'on tombe sur un obstacle. Mais gerer ce cas complique les algdhimes. En ne le
prenant pas en compte, on peut constater en pratique que cela donne des esultats coterents
et assez corrects.

7.2 Exemples et applications

Voici quelques exemples de ce que l'on peut obtenir.
Exemple 1 : Exemple avec deux obstacles ( gure 7.1).

Exemple 2 :  Figure 7.2
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Fig. 7.1 { Visualisation du champ di usion avec obstacles

Fig. 7.2 { Visualisation du champ vitesse avec obstacles



Chapitre 8

Suppéments

Dans ce chapitre, nous allons voir quelques algorithmes suppementaires pouvatre utiles,
notamment sur le calcul de la pression et sur la cetection des tourbillons.

8.1 Calcul de la pression

Lesequations originales utilisaient la notion de pression, mais nous aviongussia trouver
une astuce pour supprimer le calcul de celle-ci. Mais il peut tout de méme &tre ineressda de
ceterminer cette grandeur.

8.1.1 Ttleorie, rappel

Nous rappelons qua un instant tp, la pression peut étre obtenue par la esolution du
syseme! :

p= div((u r)u)

Avec comme conditions au bordsp continue.

Nous avons cea cetermire des algorithmes permettant la esolution de ce type dequation.

Il sura de calculer (u r )u ce qui peut etre fait de manere approximative (exacte pour
un petit pas spatial) car nous avonsa chaqueetape de nouvelles valeurs de qui ne cependent
pas dep.

8.1.2 Algorithme

Nous allons ealiser un premier algorithme qui cetermine (u r )u.
in correspondraa u et out vaudra (u r )u.

fonction calculUNablaU(ChampsVecteurs in = (ux, uy), Cham psVecteurs out = (outx, outy))
Entier n = tailleX(in)-2;
Entier m = tailleY(in)-2;
Entier i, j;

Reel h = pas(in)

Pour j=1a m

INous avons pris f nulle
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Pour i=1a n
outx(i,j)=
ux(i,j) * (ux(@i+1,j) - ux(i-1,j)) / (2*h)
+uy(ij) * (ux(ij+1) - ux(ij-1)) / (2*h));
outy(i,j)=
ux(i,j) * (uy(i+1,j) - uy(i-1,j)) / (2*h)
} +uy(ij) * (uy(ij+1) - uy(i,j-1)) / (2*h));

forcerBords(out);

Nous allons utiliser la fonction div _pascarreChampsce nie lors du calcul de

Proedure calculPression(ChampsVecteurs vitesse, Cham  psScalaires pression)
Entier n = tailleX(in)-2;
Entier m = tailleY(in)-2;
Entier i, j;

ChampsScalaires vect tempol /*de méme taille que vitesse */

calculUNablaU(vitesse, vect_tempol, &lobs);
div_pascarreChamps(vect_tempol, divpp, &lobs);

/*on peut multiplier divpp par rho pour avoir exactement la f ormule
mais en pratique ce n'est pas utile*/

pression = 0 /*on annule le champs*/

Pour k=1a 20 /*ieration pour la esolution*/

|Pour j=1a m

| Pouri=la n

| pression(i,j) = (-divpp(i,j) +

[ (pression(i-1,j) + pression(i+1,j)

| + pression(i,j-1)+ pression(i,j+1))) / 4)
|forcerBordsScalaires(pression)

A noter que I'on aurait puecrire une fonction commune avec le calcul de .

8.1.3 Exemple d'application

On pourra remarquer que la pression s'annule relativement vite, dans ces exemples, an

augment ces valeurs pour que l'image soit plus visible.

Exemple 1  Sur la gure 8.1, le rouge corresponda une pression positive tandis que le bleu

corresponda une pression regative.

8.2 [etection de tourbillons

Nous allons voir dans cette partie comment cetecter les tourbillons, c'esta dire comment

cetecter un ensemble de point qui semble tourner autour d'un point central.
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Fig. 8.1 { Visualisation de la pression avec obstacle

8.2.1 Tteorie

La e nition peu formelle que I'on vient de donner correspond en faita la ¢& nit ion physique
de la notion de rotationnel.

Nous rappelons que le rotationnel est & ni pour une application u a valeurs dans R® de
classeC? par :

0 1

Y
rotu(x;y;z) = %)

Qe
®

@

Qy X
& S
@x @y

Le chams de vitesse n'est & ni que surR?. Nous allons lui ajouter une composante sur l'axe
z nulle. La formule devient donc :

0 1

0
rotu(x;y;z) = @ 0 A

@y @y

@x @y

Comme les deux premiers champs sont nuls, on peut simplementecrire :
@y @u
rotu(x;y;z) = —~ —
(x:y:2) @x @y

C'est cette valeur qui nous serviraa la cetection des tourbillons. Il faudra uniqguement lui
ajouter une condition de continuit sur les bords.

8.2.2 Algorithme

Nous appliquons simplement la formule pe@dente pour l'algorithme.
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Proedure calculVortex(ChampVecteurs u = (ux, uy), Champ Scalaires rot)
Entier n = tailleX(u)-2;
Entier m = tailleY(u)-2;
Entier i, j;
Reel h = pas(u)

Pour j=1 a m
Pour i=1a n
rot(i,j) =
(uy(i+1,j) - uy(i-1,))) / (2*h)
- (ux(i,j+1) - ux(ij-1)) / (2*h));

[*pour les conditions sur les bords*/
forcerBordsScalaires(rot)

8.2.3 Exemple d'application

Exemple 1  Sur la gure 8.2, la couleur rouge correspond aux valeurs positives et la couleur
verte aux valeurs regatives. En fait, la couleur correspond au sens de rotatio des tourbillons.

Fig. 8.2 { Detection de tourbillons

Exemple 2 Voici un exemple illustrant le prenorrene du tourbillon de Karman. Figure 8.3

Exemple 3  Figure 8.4,etat assez chaotique.
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Fig. 8.3 { Plenonene de Karman

Fig. 8.4 { Detection de tourbillons



Chapitre 9

Annexe

9.1 Mthode de esolution de Gauss-Seidel

La nethode de esolution de Gauss-Seidel permet de esoudre un syseme du typeAx = b
al A est une matrice caree de taillen n et x et b, des matrices colonnes de taille.
On ¢ nit la suite des x™ par :
0 1
X X
Xi(k) = i @y a; Xj(k) aj Xj(k DA
i j<i j>i
Cette suite converge rapidement vers la solutionx. Cette nethode a plusieurs avantages.
Si le nombre de coe cients nuls de la matrice A est tes important, les sommes peuvent &tre
courtes. De plus, l'impementation de cette methode ne recessite qu'une seule matice colonne
X (onecrasea chaque passage les anciennes valeurs).

41



Chapitre 10

Remerciements

Je tiensa remercier Jean Ballat (jeannot45) et Patrick Gonord (diogene) pour kes corrections
apporees.

42



Bibliographie

[1] G. Medt et B. Mohammadi, NSIKE - an incompressible Navier-Stokes solver for unstruc-
tured meshes, INRIA, 1999

[2] Mark J. Harris, Fast Fluid Dynamics Simulation on the GPU

[3] Joel H.Ferziger, Milovan Perc, Computational Methods for Fluid Dynamics, second edition,
SPRINGER, 1999

[4] Jos Stam,Real-Time Fluid Dynamics for Games

43



Table des gures

4.1

51
5.2
53
5.4

6.1
6.2
6.3

7.1
7.2

8.1
8.2
8.3
8.4

Grille de vecteurs vitesse avec lesbords . . . . . .. ... .. ... 12
Calcul de l'advection . . . . . . . . . .. 9
Visualisation du champ de vecteurs vitesse de taille 100 100 avec obstacle . . . 24
Visualisation du champ de vecteurs vitesse de taille 50 50 sans obstacle . ... 25
Visualisation du champ de vecteurs vitesse tronqee . . . . . .. .. ... ... 25
Visualisation du champ de di usion, taille 150 150 . ... ... ... ... ... 26
Visualisation du champ de scalaires diusion . . . .. ... ... ... ... ... 30
Visualisation du champ de scalaires diusion . . . ... ... ... ...... .. 31
Visualisation du champ di usion avec obstacles . . . . ... ... ... ... .. 35
Visualisation du champ vitesse avec obstacles . . . . ... .. ... ... ..... 35
Visualisation de la pression avec obstacle. . . . . ... ... ... ... ... .. 38
Cetection de tourbillons . . . . . . . .. 39
Prenonene de Karman . . . . . . . . . ... 40
Detection de tourbillons . . . . . . . .. 40

44



